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1 序

直観主義述語論理に公理 D：∀x(A∨B(x))→(A∨∀xB(x)) を加えた論理をCD と呼ぶ．CDは「定

領域 Kripke モデル」に対して完全であり，代表的な中間述語論理（直観主義述語論理と古典述語論
理との間に位置する論理）として取り上げられることが多い．CDに対して Craig補間定理が成り
立つか否かは有名な未解決問題である．本稿では CDに関する研究（完全性，カット除去，補間定

理）を筆者の知る範囲で概観する．

はじめに文献を年代順に挙げておく．
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2 完全性

「定領域 Kripke モデル」は文献 [2]で初めて（？）論じられ，CDの証明系（直観主義述語論理 +
公理 D）が定領域 Kripke モデルに対して完全であることは文献 [4]と [5]で独立に証明された（と
言われている）．その証明手法は，[4]は極大無矛盾集合を使ってモデルを作る方法，[5]は代数的な
方法である．ただし同時期（少し早く）に文献 [3]も，公理Dを持つ constructible falsity（直観主
義論理の変種）が定領域モデルに対して完全であることを，極大無矛盾集合を使った方法で示してい

るので，これも「初めて完全性を証明した文献」として並べるのが適当と思う．

極大無矛盾集合を使ってモデルを作る完全性証明は，定領域モデルのための工夫が必要であり，[8]
や [16]で詳しく解説されている．

タブロー法やシークエント計算を用いた完全性証明，つまり「木状のシークエント」を用いて「証

明できないシークエントからモデルをつくる」という手法は，文献 [7]，[14]，[18]でなされている
（[18]は constructible falsityに対して）．近年の文献 [15]でも似たようなことがされているようで
ある（？）．

3 カット除去

前述の「木状のシークエントによる完全性証明」で登場する体系はすべてカット無しである．した

がって文献 [7]，[14]，[15]，（[18]）は「CD の特殊な体系（木状のシークエント体系）に関するカッ

ト除去定理のモデル論的証明」とも考えられる．

それらとは別の（証明論的な）カット除去について，以下で説明する．

一階述語論理の論理式を，述語記号，自由変数記号，束縛変数記号，（関数記号，）⊥，→，∧，∨，∀，
∃ から定義する（否定は ¬A を A→⊥ で代用する）．自由変数を a, b等で，束縛変数を x, y 等で，

項を s, t等で，論理式を A, B 等で表す．Γ ,∆ 等は論理式の有限列を表し，Γ ⇒ ∆ という形の表現

をシークエントと言う．
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次のシークエント計算体系を LD と呼ぶ．これが論理CDに対して最も昔から（文献 [1]）よく知ら
れているシークエント計算である．

公理: A ⇒ A および ⊥ ⇒ A

推論規則:
Γ ⇒ ∆,A A, Π ⇒ Σ

Γ, Π ⇒ ∆, Σ
(cut)

Γ ⇒ ∆
A,Γ ⇒ ∆

(weakening 左) Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆,A

(weakening 右)

A, A, Γ ⇒ ∆

A,Γ ⇒ ∆
(contraction 左)

Γ ⇒ ∆,A, A

Γ ⇒ ∆,A
(contraction 右)

Γ , A,B,Π ⇒ ∆

Γ, B, A,Π ⇒ ∆
(exchange 左)

Γ ⇒ ∆,A, B, Σ

Γ ⇒ ∆,B,A, Σ
(exchenge 右)

Γ ⇒ ∆,A B, Π ⇒ Σ

A→B, Γ ,Π ⇒ ∆,Σ
(→左)

A,Γ ⇒ B

Γ ⇒ A→B
(→右)

AΓ ⇒ ∆
A∧B, Γ ⇒ ∆

(∧左)
B, Γ ⇒ ∆

A∧B,Γ ⇒ ∆
(∧左)

Γ ⇒ ∆,A Γ ⇒ ∆,B

Γ ⇒ ∆,A∧B
(∧右)

A,Γ ⇒ ∆ B, Γ ⇒ ∆

A∨B,Γ ⇒ ∆
(∨左)

Γ ⇒ ∆,A

Γ ⇒ ∆,A∨B
(∨右)

Γ ⇒ ∆,B

Γ ⇒ ∆,A∨B
(∨右)

A(t), Γ ⇒ ∆

∀xA(x), Γ ⇒ ∆
(∀左)

Γ ⇒ ∆,A(a)
Γ ⇒ ∆, ∀xA(x)

(∀右)†

A(a), Γ ⇒ ∆

∃xA(x), Γ ⇒ ∆
(∃左)†

Γ ⇒ ∆, A(t)
Γ ⇒ ∆, ∃xA(x)

(∃右)

(†変数条件) (∀右), (∃左) においては a は下式に現れない自由変数である.

LD では (→右)規則だけが「シークエントの右辺に一つの論理式しか現われない」という形になっ
ている．(∀右)規則にもこの制限を課した体系をしばしば LJ′と呼ぶ．すべての規則の右辺を一つに

制限したものが LJ — 直観主義論理であり，逆にこの制限をすべて無くしたものが LK — 古典論

理である．LJ′ は LJと同等で直観主義論理である．

LDではカット除去定理が成り立たない（文献 [6]，[11]等）（LK，LJ，LJ′ では成り立つが）．例

えば次のシークエントはカットを使わないと証明できない．∀x(A∨B(x)) ⇒ A, C→∀x(B(x)∧C)

文献 [10]は「JSLにもこんなひどい論文が載るのか」という驚きの劣悪論文である．これは「(1) LD

（と類似の体系）のカット除去が成り立ち，(2) それを使って標準的な方法で Craig補間定理が証明
できる」と主張した，証明の詳細は一切書かれていない短い論文である．しかし実際に証明を始める

と破綻する．(1)の反例は上記のものであり，仮に (1)が正しいと仮定しても，(2)はうまくいかない
（これについては４節で説明する）．見込みだけ書いたようなこんな論文に欺かれる査読者も困った

ものである．文献 [11]は，(1)の反例を挙げ（しかし自分の非を認めるような殊勝な態度は読み取れ
ない），それを発展させて「 LD に有限個の普通の規則をどのように付け加えても，CDのカット

無し体系は作れない」ということを示している．

文献 [13]では，「シークエントの左辺と右辺の各論理式の依存関係を用いて (→右）規則の右辺を複
数に許す」という方法で，LDを拡張してカット無しの CDの体系を作ることに成功した．以下で

はその体系（CLDと呼ぶ）を [13]とは見かけ上異なる方法で定義する．
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（自然数の）有限集合のことを「ラベル」と呼び，α, β 等で表す．α : A という形を「ラベル付論理
式」と呼び，Γ , ∆ 等はラベル付論理式の有限列を表す．ラベルに関して次の関係を定義する．

• α ∼ β ⇐⇒ α ∩ β 6= ∅

• α ∼ ∆ ⇐⇒ ∃(β :B) ∈ ∆ [α ∼ β]

• Γ ∼ ∆ ⇐⇒ ∃(α :A) ∈ Γ , ∃(β :B) ∈ ∆ [α ∼ β]

• τ [β ← +α] =

{
τ∪α if τ ∼ β

τ if τ 6∼ β

CLDはラベル付論理式からなるシークエントを推論する体系で，次の公理と規則から成る．関係 ∼
は右辺と左辺の論理式の依存関係を表しており，これを使って (→右)規則を「左辺の A が，右辺の

複数の論理式の中で B以外には依存関係がないときには，A→B を導いてもよい」としているとこ

ろがポイントである．

公理: {a} :A ⇒ {a} :A および {a} :⊥ ⇒ {a} :A

推論規則
Γ ⇒ ∆, β :A α :A, Π ⇒ Σ

Γ [β ← +α], Π ⇒ ∆, Σ
(cut)

Γ ⇒ ∆
α :A, Γ ⇒ ∆

(weakening 左) Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆, α :A

(weakeing 右)

α :A, β :A, Γ ⇒ ∆

α∪β :A, Γ ⇒ ∆
(contraction 左)

Γ ⇒ ∆, α :A, β :A
Γ ⇒ ∆, α∪β :A

(contraction 右)

Γ , α :A, β :B, Π ⇒ ∆

Γ, β :B,α :A,Π ⇒ ∆
(exchange 左)

Γ ⇒ ∆,α :A, β :B, Σ

Γ ⇒ ∆,β :B, α :A,Σ
(exchange 右)

Γ ⇒ ∆, β :A α :B, Π ⇒ Σ

α :A→B, Γ [β ← +α], Π ⇒ ∆,Σ
(→ 左)

β :A, Γ ⇒ ∆, α :B
Γ ⇒ ∆, α :A→B

(→ 右) (ただし β 6∼ ∆ のときのみ)

α :A, Γ ⇒ ∆

α :A∧B, Γ ⇒ ∆
(∧ 左)

α :B, Γ ⇒ ∆

α :A∧B, Γ ⇒ ∆
(∧ 左)

Γ ⇒ ∆, α :A Π ⇒ Σ, β :B
Γ, Π ⇒ ∆,Σ, α∪β :A∧B

(∧ 右)

α :A, Γ ⇒ ∆ β :B, Π ⇒ Σ

α∪β :A∨B, Γ ,Π ⇒ ∆,Σ
(∨ 左)

Γ ⇒ ∆, α :A
Γ ⇒ ∆, α :A∨B

(∨ 右)
Γ ⇒ ∆, α :B

Γ ⇒ ∆, α :A∨B
(∨ 右)

α :A(t), Γ ⇒ ∆

α :∀xA(x), Γ ⇒ ∆
(∀ 左)

Γ ⇒ ∆, α :A(a)
Γ ⇒ ∆, α :∀xA(x)

(∀ 右)†

α :A(a), Γ ⇒ ∆

α :∃xA(x), Γ ⇒ ∆
(∃ 左)†

Γ ⇒ ∆, α :A(t)
Γ ⇒ ∆, α :∃xA(x)

(∃ 右)

（†：ただし a は下式に現われない）

文献 [13]では次のことを証明した．

• CLDのカット除去定理．（すなわち，CLD ` Γ ⇒ ∆ ならば cut無しCLD ` Γ ⇒ ∆．）
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• CLDがCDの体系になっていること．（すなわち，CD ` A iff CLD ` ⇒ α :A for some α.）

• LDで，cut の形を制限できること．

またこれらを使って論理CD のいくつかの性質を明らかにした．

4 補間定理

次の主張を，論理 Lに関する Craig補間定理と呼ぶ．

L ` A→B ならば，次を満たす C が存在する：

L ` A→C. L ` C→B. Symbol(C) ⊆ Symbol(A) ∩ Symbol(B).

ただし Symbol(X)はX 中に出現する述語記号（と自由変数？）の集合である．

CDに関する補間定理に対しては，これを証明したと主張するいくつかの文献：[8]，[9]，[10] が存
在する．しかし [10] は前述のように明らかに誤りである．また [8]と [9]の証明（モデルを使った手
法）にはギャップがある，と [12]には書いてある．したがって，CDに関して補間定理が成り立つか

否かは未解決である．

LKや LJのカット除去定理を使って古典論理や直観主義論理の補間定理を導く，いわゆる「前原の

方法」とは次のものである．（以下では exchange で到達可能なシークエントは同一視する．）

• LK ` Γ 1, Γ 2 ⇒ ∆1,∆2 ならば次を満たすX が存在することを，Γ 1, Γ 2 ⇒ ∆1,∆2 の cut-free
LK-proof に関する帰納法で示す：

LK ` Γ 1 ⇒ ∆1, X. LK ` X, Γ 2 ⇒ ∆2.
Symbol(X) ⊆ Symbol(Γ 1,∆1) ∩ Symbol(Γ 2,∆2).

• LJ ` Γ 1, Γ 2 ⇒ A ならば次の満たす X が存在することを，Γ 1, Γ 2 ⇒ A の cut-free LJ-proof
に関する帰納法で示す：

LJ ` Γ 1 ⇒ X. LJ ` X, Γ 2 ⇒ A. Symbol(X) ⊆ Symbol(Γ 1)∩Symbol(Γ 2, A).

LDやCLDは右辺が複数なので適用しようとすると前者（LKに対するもの）だが，これは次のよ

うにうまくいかない．

(1) LDには cutがあり，最後の規則が cutの場合に，消えてしまった論理式の存在により Symbol(X)
に関する条件が帰納法の仮定から導けない．

(2) 仮に cut が無いとしても，公理 A ⇒ A に対して Γ 2 = A，∆1 = A とするとうまくいかない．

(3) CLD の場合，たとえば Γ 2 6∼ ∆1 という条件をつければ (2)は回避できるが，(→左)規則で主
論理式が Γ 1 中にある場合にうまくいかない．

5 希望

上記の困難は，CLDの右辺が複数であることから生じている（特に，(→左)の左上式の右辺が複数
であること）．そこで，「右辺が常に一つ」で cut規則無し（ある程度の cutは許してもよい）の体系
が望まれる．そして，そのようなものを得るためのヒントになるのが文献 [19]である．[19]では，あ
る relevant logic（論理記号は →，∧，∨ だけの命題論理）の次の体系を分析して，これに「右辺を
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一つ」という制限を加えてもよい（証明できる論理式は変わらない）ということを示した．

公理: α :A ⇒ α :A

推論規則：
Γ ⇒ ∆

α :A, Γ ⇒ ∆
(weakening 左) Γ ⇒ ∆

Γ ⇒ ∆, α :A
(weakeing 右)

α :A, α :A, Γ ⇒ ∆

α :A, Γ ⇒ ∆
(contraction 左)

Γ ⇒ ∆, α :A, α :A
Γ ⇒ ∆, α :A

(contraction 右)

Γ , α :A, β :B, Π ⇒ ∆

Γ, β :B,α :A,Π ⇒ ∆
(exchange 左)

Γ ⇒ ∆,α :A, β :B, Σ

Γ ⇒ ∆,β :B, α :A,Σ
(exchange 右)

Γ ⇒ ∆, β :A α∪β :B, Π ⇒ Σ

α :A→B, Γ , Π ⇒ ∆,Σ
(→ 左)

{a} :A, Γ ⇒ ∆, α∪{a} :B
Γ ⇒ ∆, α :A→B

(→ 右) (ただし a は下式のラベル中に現われない)

α :A, Γ ⇒ ∆

α :A∧B, Γ ⇒ ∆
(∧ 左)

α :B, Γ ⇒ ∆

α :A∧B, Γ ⇒ ∆
(∧ 左)

Γ ⇒ ∆, α :A Γ ⇒ ∆, α :B
Γ ⇒ ∆, α :A∧B

(∧ 右)

α :A, Γ ⇒ ∆ α :B, Γ ⇒ ∆

α :A∨B, Γ ⇒ ∆
(∨ 左)

Γ ⇒ ∆, α :A
Γ ⇒ ∆, α :A∨B

(∨ 右)
Γ ⇒ ∆, α :B

Γ ⇒ ∆, α :A∨B
(∨ 右)

この体系はCLDによく似ているので，同様にCLDについても，証明できる論理式は変えずに（つ

まり論理CDの）「右辺が一つ」の体系を得ることが可能かもしれない．その際，∀，∃ の扱いが問
題になる（上の体系にはこれらが無い）．そして，それを処理するための試みが文献 [17]に示した ε

記号を使う方法である．[17]の体系は結局うまくいかなかった（CDよりも強くなってしまう）が，

例えば次の体系はどうだろうか？（→右規則以外には ε記号が自由に出現してもよい）

公理： A ⇒ A および ⊥ ⇒ A

推論規則：

Γ ⇒ C
A,Γ ⇒ C

(weakening)
A,A, Γ ⇒ C

A,Γ ⇒ C
(contraction)

Γ , A, B, ∆ ⇒ C

Γ, B, A, ∆ ⇒ C
(exchange)

Γ ⇒ A B,∆ ⇒ C

A→B, Γ , ∆ ⇒ C
(→ 左)

Γ , A ⇒ B

Γ ⇒ A→B
(→ 右)（ただし，Γ , A,B には ε-termは一切現われない）

A,Γ ⇒ C

A∧B, Γ ⇒ C
(∧ 左)

B, Γ ⇒ C

A∧B, Γ ⇒ C
(∧ 左) Γ ⇒ A Γ ⇒ B

Γ ⇒ A∧B
(∧ 右)

A, Γ ⇒ Π B, Γ ⇒ C

A∨B, Γ ⇒ C
(∨ 左) Γ ⇒ A

Γ ⇒ A∨B
(∨ 右) Γ ⇒ B

Γ ⇒ A∨B
(∨ 右)

A(t), Γ ⇒ C

∀xA(x), Γ ⇒ C
(∀ 左)

Γ ⇒ A(ε̄xA(x))
Γ ⇒ ∀xA(x)

(∀ 右)

A(εxA(x)), Γ ⇒ C

∃xA(x), Γ ⇒ C
(∃ 左)

Γ ⇒ A(t)
Γ ⇒ ∃xA(x)

(∃ 右)

Γ (a) ⇒ C(a)
Γ (t) ⇒ C(t)

(代入)

Γ ⇒ A
Γ ⇒ B

(許される cut) （LJ ` A ⇒ B かつ Symbol(A) ⊆ Symbol(B) のとき）
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