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論理体系の完全性証明
様相述語論理のツリーシークエントによる方法など

2004年 7月 20日
鹿島 亮（東京工業大学 情報理工学研究科）

1 古典述語論理
1.1 論理式
≡ は「記号列として等しい」ことを表す．記号列 α中の文字 xをすべて文字列 β に書き換えた結果の
記号列を α[β/x] と書く．

この講義での古典述語論理の言語は以下の記号を持つ．

1. 自由変数記号．可算無限ある．a, b, . . .等で表す．

2. 束縛変数記号．可算無限ある．x, y, . . .等で表す．

3. 定数記号．有限または可算無限ある．c,d, . . .等で表す．

4. 述語記号．有限または可算無限ある．p,q, . . .等で表す．各述語記号には，0以上有限の引数の個
数が決まっている，

5. 論理記号: >，⊥，∧，∨，→，¬．∀．∃．

（注意）議論を簡単にするために「関数記号」，「等号」は持たない．

自由変数記号および定数記号のことを項と呼ぶ．

論理式は以下で再帰的に定義される.

1. 0引数述語記号は論理式である．これを命題変数または命題記号と呼ぶ．

2. n ≥ 1 で pが n引数述語記号で t1, . . . , tn が項ならば，p(t1, . . . , tn)は論理式である．

3. > と ⊥ はそれぞれ論理式である．

4. A，B が論理式ならば，次の四つ：(A∧B)，(A∨B)，(A→B)，(¬A) もそれぞれ論理式である.

5. Aが論理式，xがA中に出現しない束縛変数記号，aが自由変数記号ならば，次の二つ：(∀xA[x/a])，
(∃xA[x/a])，もそれぞれ論理式である．

1,2,3の論理式を原子論理式とも呼ぶ．また，1,3,4だけで定まる論理式（つまり，命題変数と >，⊥，∧，
∨，→，¬だけで構成される論理式）を命題論理の論理式とも呼ぶ．5の「xが A中に出現しない」と
いう条件は，同一の束縛変数の有効範囲が重複することを避けるためについている．

自由変数記号が出現しない論理式のことを閉論理式と呼ぶ．

t, s等で項を，A, B,C 等で論理式を，Γ ,∆ 等で論理式の集合を表す．{¬,∀,∃} > ∧ > ∨ > → という
優先順位をつけて括弧を省略する．
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例：∀x¬A∨B∧C→D ≡
((

(∀x¬A)∨(B∧C)
)
→D

)
．

A↔B を ((A→B)∧(B→A)) の省略形として用いる．

論理式の有限集合 Γ = {A1, . . . , An} に対して∧
Γ ≡ >∧A1∧ · · · ∧An,

∨
Γ ≡ ⊥∨A1∨ · · · ∨An

とする．

1.2 ストラクチャー
次のような Dと I の組 〈D, I〉をストラクチャーと呼ぶ．

• 対象領域と呼ばれる空でない集合 D．

• 定数記号と述語記号の意味を決める解釈 I．ただしこれは次のものから成る．

– 各定数記号が Dのどの要素を指しているか．定数記号 cが指す Dの要素を cI と書く．

– 各述語記号がD上でどんな述語を意味しているか．n引数述語記号pの意味をpIと書く．これ
は「Dnから真理値{True（真）, False（偽）}への関数」であり，n = 0の場合は pI ∈ {True, False}
である．

閉論理式の真偽はストラクチャーを定めれば決まる．これを正確に定義するために名前定数拡張言語と
いうものを導入する．

M = 〈D, I〉 をストラクチャーとする．Dの各要素の名前を定数記号として加えた言語を「Dの名前定
数拡張言語」と呼ぶ．Dの要素 δの名前が d であるとき dの解釈は（当然）δとする，すなわち dI = δ

と定義する．

Aを上のような名前定数拡張言語の閉論理式とする．AがストラクチャーMにおいてとる真理値M(A)
を，次のように再帰的に定義する．

M(p(c1, . . . , cn)) = True ⇐⇒ pI(cI1 , . . . , cIn) = True.

M(>) = True.

M(⊥) = False.

M(A∧B) = True ⇐⇒ M(A) = True かつM(B) = True.

M(A∨B) = True ⇐⇒ M(A) = True またはM(B) = True.

M(A→B) = True ⇐⇒ M(A) = False またはM(B) = True.

M(¬A) = True ⇐⇒ M(A) = False.

M(∀xA) = True ⇐⇒ Dの任意の要素の名前 dに対してM(A[d/x]) = True.

M(∃xA) = True ⇐⇒ Dのある要素の名前 dに対してM(A[d/x]) = True.

Aは名前定数を含まない論理式で，Aに現われるすべての自由変数記号を a1, . . . , an（n ≥ 0）とする
（a1, . . . , an はすべて異なる）．このとき次の条件が成り立つことを Aが恒真であると言う．
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任意のストラクチャーMとその対象領域の任意の要素の名前 d1, . . . ,dn に対して，
M(A[d1/a1] · · · [dn/an]) = True．

恒真な命題論理式のことはトートロジーとも言う．

問題 1

M = 〈D, I〉 をストラクチャーとし，定数 cの指す先の名前を dとする，すなわち cI = dI

が成り立つとする．このとき，Aが Dの名前定数拡張言語の論理式で自由変数は aだけを
含むもののとき，二つの閉論理式 A[c/a]と A[d/a]のMにおける真理値は等しい，すなわ
ちM(A[c/a]) = M(A[d/a]) であることを，Aの長さに関する帰納法で証明せよ．

1.3 ヒルベルト流体系
以下の公理と推論規則で論理式を証明する体系をCHと呼ぶ．

公理：次の形をした論理式すべて
>, ¬⊥, A→(B→A), (A→(B→C))→((A→B)→(A→C)), A→(B→(A∧B)), (A∧B)→A,
(A∧B)→B, A→(A∨B), B→(A∨B), (A→C)→((B→C)→((A∨B)→C)),
(A→B)→((A→¬B)→¬A), ∀xA→(A[t/x]), (A[t/x])→∃xA, ¬¬A→A.

推論規則:
A→B A

B
(modus ponens)

A→(B[a/x])
A→∀xB

(∀)
(B[a/x])→A

∃xB→A
(∃)

ただし ∀と ∃の規則は次の条件が満たされているときのみ使用可能である．

（∀,∃規則の変数条件）aは A,B 中に出現しない自由変数である．

（注意）たとえば ∀xA と書いたら，A単独に見ると束縛されていない xが現われるかもしれないので，
Aは一般に論理式ではない（Aの xを項 tに置き換えた A[t/x]は論理式である）．

CHのように，「各論理結合子の性質を表した多くの公理と，modus ponens を含む少しの規則を持ち，
論理式を単位として推論が進んでいく体系」のことを，一般にヒルベルト流体系と呼ぶ（CHの H は
Hilbert を表す）．ヒルベルト流体系 X で論理式 A が証明できることを

X ` A

と書く．

CHから，公理 ∀xA→(A[t/x])，(A[t/x])→∃xAと規則 (∀)，(∃)を取り除いた体系を Cprop
H と呼ぶ．

定理 2（CHで証明可能な論理式の例）

CH ` A→A. CH ` (A→B) → ((B→C) → (A→C)). CH ` A∨¬A. （以上の三つはい
ずれもCprop

H で証明できる．）xが C に出現しないとき，CH ` ∀x(C ∨ D) → (C ∨ ∀xD).
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(証明)

公理(
A→((A→A)→A)

)
→

(
(A→(A→A))→(A→A)

) 公理
A→((A→A)→A)

(A→(A→A))→(A→A)
(m.p.)

公理
A→(A→A)

A→A
(m.p.)

他は省略（案外難しい）． (証明終)

定理 3（CHで使用可能な規則の例）

「CH ` A→B かつ CH ` B→C」ならばCH ` A→C である．すなわち，CHにおいて次の
規則を使ってもよい：

A→B B→C
A→C

(transitive)

(証明) 定理 2の二つ目の論理式と modus ponens の組合せによる． (証明終)

問題 4

CHにおいて次の規則も使ってよいことを示せ．

A→B B→A
A↔B

(↔導入) A↔B
A→B

(↔除去) A↔B
B→A

(↔除去)

定理 5（CHの健全性）

CH ` F ならば F は恒真である．

(証明) CH ` F の証明図に関する帰納法による．すなわち，CHの公理がすべて恒真であること，各規則
において，前提が恒真である場合は結論も恒真になること，を示せばよい．たとえば公理 ∀xA→(A[t/x])
については次のように示される．

この論理式中すべての自由変数を a1, . . . , an（すべて異なる）とし，Mを任意のストラク
チャー，d1, . . . ,dnを対象領域の任意の要素の名前とし，自由変数への名前の一斉代入（連
続代入）[d1/a1] · · · [dn/an] を ∗と表記する．このとき，M((∀xA→(A[t/x]))∗) = True を示
せばよいが，これは次のようにする．項 t∗ のMによる指す先の名前を cとする．
M((∀xA)∗) = True =⇒ Dの任意の要素の名前 dに対してM(A∗[d/x]) = True

=⇒ M(A∗[c/x]) = True

=⇒ M(A∗[t∗/x]) = True （問題 1より）
=⇒ M((A[t/x])∗) = True

(証明終)

定理 6

論理式X 中のいくつかの自由変数記号を束縛変数記号に変える

[x1/a1] · · · [xn/an]
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（ただし a1, . . . , an は互いに異なる自由変数記号，x1, . . . , xnはX 中に存在しない互いに異
なる束縛変数記号）という形の置換を「X の自由変数の束縛化置換」と呼ぶ．論理式A，B，
F，命題記号 p，および A, B の自由変数の束縛化置換 ∗ が，

CH ` A↔B，かつ F [A∗/p]と F [B∗/p]は共に論理式である

を満たすならば，

CH ` F [A∗/p]↔F [B∗/p]

である．すなわち，論理式の一部分をその部分との同値性が証明できるような別の式に置き
換えても，全体の証明可能性は変化しない．（たとえば，A，Bをそれぞれ自由変数 aの出現
を明示して A(a)，B(a)と書くとき，

CH ` A(a)↔B(a)

ならば

CH ` ∀x(A(x)∧C(x)) ↔ ∀x(B(x)∧C(x))

である，ということ．この場合 F ≡ ∀x(p∧C(x)) である．）

(証明) F の長さに関する帰納法による．ここでは F ≡ ∀xG で束縛化置換 ∗ が

[x1/a1] · · · [xn/an][x/a]

で aが G中に現われない場合を示す．束縛化置換

[x1/a1] · · · [xn/an]

を ∗− と書くこと，

(†) G[A∗/p][a/x] ≡ G[a/x][A∗−/p]， (‡) G[B∗/p][a/x] ≡ G[a/x][B∗−/p]

が成り立つことに注意する．

公理
∀xG[A∗/p]→G[A∗/p][a/x]

G[a/x]と ∗− に対する帰納法の仮定
G[a/x][A∗−/p]↔G[a/x][B∗−/p]
G[a/x][A∗−/p]→G[a/x][B∗−/p]

(↔除去)

∀xG[A∗/p]→G[a/x][B∗−/p]
(tr.)(†)

∀xG[A∗/p]→∀xG[B∗/p]
(∀)(‡)

.... 左と同様
∀xG[B∗/p]→∀xG[A∗/p]

∀xG[A∗/p]↔∀xG[B∗/p]
(↔導入)

(証明終)

問題 7

次を示せ．{A1, . . . , Am} = {B1, . . . , Bn} であり，A∧はA1, . . . , Am すべてを勝手な順番で
∧ でつないだ論理式，A∨ は A1, . . . , Am すべてを勝手な順番で ∨ でつないだ論理式，B∧

はB1, . . . , Bn すべてを勝手な順番で ∧ でつないだ論理式，B∨はB1, . . . , Bn すべてを勝手
な順番で ∨ でつないだ論理式とする．（たとえば m = 4 で A∧ ≡ (A1∧(A3∧A2))∧A4．）す
ると，CH ` A∧↔B∧ かつCH ` A∨↔B∨ である．
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問題 8

yが A中に現われないとき，CH ` ∀xA↔∀y(A[y/x])，CH ` ∃xA↔∃y(A[y/x]) を示せ．

A中に現われない y によって ∀xA を ∀y(A[y/x]) に，あるいは ∃xA を ∃y(A[y/x]) に書き換えること
を，束縛変数の名前替えと言う．定理 6と問題 8から次のことが言える： 論理式中の束縛変数の名前替
えをしても，CHでの証明可能性は変化しない （ストラクチャーにおける真偽も変化しない）．

1.4 シークエント計算
Γ ,∆ が論理式の有限集合のとき

Γ ⇒ ∆

という表記をシークエントと呼ぶ．たとえば Γ ,∆ ⇒ Π , A,B と書いたらこれは Γ ∪ ∆ ⇒ Π ∪ {A,B}
のことである．

LKは，以下の公理と推論規則でシークエントを証明する体系である．

公理：次の３種類の形のシークエント

A ⇒ A ⇒ > ⊥ ⇒

推論規則:
A, B,Γ ⇒ ∆
A∧B,Γ ⇒ ∆

(∧左)
Γ ⇒ ∆, A Γ ⇒ ∆, B

Γ ⇒ ∆, A∧B
(∧右)

A,Γ ⇒ ∆ B,Γ ⇒ ∆
A∨B,Γ ⇒ ∆

(∨左)
Γ ⇒ ∆, A,B

Γ ⇒ ∆, A∨B
(∨右)

Γ ⇒ ∆, A B,Γ ⇒ ∆
A→B,Γ ⇒ ∆

(→左)
A,Γ ⇒ ∆, B

Γ ⇒ ∆, A→B
(→右)

Γ ⇒ ∆, A

¬A,Γ ⇒ ∆
(¬左)

A,Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆,¬A

(¬右)

A[t/x],Γ ⇒ ∆
∀xA,Γ ⇒ ∆

(∀左)
Γ ⇒ ∆, A[a/x]
Γ ⇒ ∆,∀xA

(∀右)†

A[a/x],Γ ⇒ ∆
∃xA,Γ ⇒ ∆ (∃左)†

Γ ⇒ ∆, A[t/x]
Γ ⇒ ∆,∃xA

(∃右)

Γ ⇒ ∆
A,Γ ⇒ ∆

(weakening左) Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆, A

(weakening右)

Γ ⇒ ∆, A A,Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆

(cut)

(†) ただし ∀と ∃の規則は次の条件が満たされているときのみ使用可能である．

（∀右,∃左規則の変数条件）aは (A,Γ ,∆)中に出現しない自由変数である．

このように，「少しの公理と，『シークエントの左辺，右辺に各結合子を導入する規則』を含む多くの規則
を持ち，シークエントを単位として推論が進んでいく体系」のことを，一般にシークエント計算と呼ぶ．
シークエント計算 X でシークエント Γ ⇒ ∆ が証明できることを
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X ` Γ ⇒ ∆

と書く．

LKから ∀ と ∃ に関する四つの規則（∀，∃各左右）を取り除いた体系を LKpropと呼ぶ．LK，LKprop

のそれぞれから cut規則を取り除いたシークエント計算体系のことを LK−cut，LKprop
−cutと書く．

（注意）LKの規則で cutだけが他と違い「前提にある論理式 (A)が，結論中には現われない場合があ
る」という形をしている．これは証明図を結論から公理に向けて逆に遡って分析しようとする際には厄
介な点になる．ところが，実は cut規則がなくても証明能力が減らない（すなわち，LKと LK−cutで
証明できるシークエント集合は同じ，LKpropと LKprop

−cutで証明できるシークエント集合は同じ）という
ことが後で示される．

定理 9（CHと LKの同等性）

CH ` F ⇐⇒ LK ` ⇒ F .

(証明) (=⇒) CHにおける F の証明図に関する帰納法による．たとえば規則 modus ponens に対し
ては「 LK ` ⇒ A→B かつ LK ` ⇒ A ならば LK ` ⇒ B」を示せばよいが，これは次のようになる．

⇒ A→B
⇒ B,A→B

(weakening右)

⇒ A
⇒ B,A

(weakening右)
B ⇒ B

A→B ⇒ B
(→左)

⇒ B
(cut)

(⇐=) 次の (†)を，LKにおける Γ ⇒ ∆の証明図に関する帰納法で示す．

(†) LK ` Γ ⇒ ∆ ならばCH ` (
∧

Γ )→(
∨

∆)

ここで，
∧

Γ 等の表現の曖昧性（∧ でつなぐ順番や重複などに複数の可能性がある）は無視してよいこ
とが問題 7と定理 6 などから言えるので，問題にしない．すると (†)と

(‡) CH ` (
∧
{}→

∨
{F})→F

から求める定理は証明される．(†)はたとえば∀右規則に対しては「CH ` C→(D∨A[a/x])で aがA,C,D

に現われないならばCH ` C→(D∨∀xA)」を示せばよいが，これは次のようになる．ただし，必要なら
ば束縛変数の名前替えをすることにより，xはDに出現しないと仮定する．

C→((D∨A)[a/x])
C→∀x(D∨A)

(∀)
定理 2

∀x(D∨A)→(D∨∀xA)
C→(D∨∀xA)

(tr.)

(†)の他の場合や (‡)の証明の詳細は省略（案外面倒である）． (証明終)

1.5 完全性
これ以後は Γ などは論理式の有限または無限集合を表すことにし，シークエントと言ったら左辺や右辺
が無限集合であってもよいとする．Γ ⇒ ∆に対して以下の条件が成り立つとき，このシークエントは体
系 X において証明可能であると言い X ` Γ ⇒ ∆ と書く．



論理体系の完全性証明 8

Γ，∆それぞれの適当な有限部分集合 Γ ′，∆′ が存在して，（前節の意味で）X ` Γ ′ ⇒ ∆′．

（注意）Γ ,∆が有限集合の場合，前節での意味の「X ` Γ ⇒ ∆」と上の定義による「X ` Γ ⇒ ∆」と
は，X が規則 weakening を持つので同値になる．

シークエント Γ ⇒ ∆が以下のすべての条件を満たすとき，これを飽和シークエントと呼ぶ．

（∧左条件） A∧B ∈ Γ ならば A ∈ Γ かつ B ∈ Γ．
（∧右条件） A∧B ∈ ∆ ならば A ∈ ∆ または B ∈ ∆．
（∨左条件） A∨B ∈ Γ ならば A ∈ Γ または B ∈ Γ．
（∨右条件） A∨B ∈ ∆ ならば A ∈ ∆ かつ B ∈ ∆．
（→左条件） A→B ∈ Γ ならば A ∈ ∆ または B ∈ Γ．
（→右条件） A→B ∈ ∆ ならば A ∈ Γ かつ B ∈ ∆．
（¬左条件） ¬A ∈ Γ ならば A ∈ ∆．
（¬右条件） ¬A ∈ ∆ ならば A ∈ Γ．
（∀左条件） ∀xA ∈ Γ ならば，任意の項 tに対して A[t/x] ∈ Γ．
（∀右条件） ∀xA ∈ ∆ ならば，ある項 tに対して A[t/x] ∈ ∆．
（∃左条件） ∃xA ∈ Γ ならば，ある項 tに対して A[t/x] ∈ Γ．
（∃右条件） ∃xA ∈ ∆ ならば，任意の項 tに対して A[t/x] ∈ ∆．

補題 10

Γ，∆ が共に有限集合で，LK−cut 6` Γ ⇒ ∆ ならば，Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，LK−cut 6`
Γ+ ⇒ ∆+ なる飽和シークエント Γ+ ⇒ ∆+ が存在する．

（注意）「Γ，∆が有限」という条件は，次の条件に弱めてもよい：「Γ，∆に現われない自由変数記号が
無限にある」

(証明) すべての論理式がそれぞれ無限回出現する論理式列をひとつ作りそれを

F1, F2, . . .

とする（論理式全体は可算なのでそれを A1, A2, . . .として，列 Fi はたとえば

A1, A1, A2, A1, A2, A3, A1, A2, A3, A4, . . .

と作ればよい）．そして有限シークエントの無限列 Γi ⇒ ∆i (i = 0, 1, . . .) で各 iについて LK−cut 6`
Γi ⇒ ∆i であるものを，iに関して帰納的に以下で定義する．

• i = 0 のとき．
(Γ0 ⇒ ∆0) ≡ (Γ ⇒ ∆).

これは補題の前提から LK−cutで証明不可能である．

• Γk−1 ⇒ ∆k−1がすでに定義されLK−cut 6` Γk−1 ⇒ ∆k−1であるとき，Γk ⇒ ∆kを次で定義する．

– Fk が A∧B という形で Γk−1 に含まれるとき．

(Γk ⇒ ∆k) ≡ (A,B,Γk−1 ⇒ ∆k−1).

∧左規則があるのでこれも LK−cutで証明不可能である．
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– Fk が A∧B という形で∆k−1 に含まれるとき．

(Γk ⇒ ∆k) ≡ (Γk−1,⇒ ∆k−1, A)または (Γk−1,⇒ ∆k−1, B).

∧右規則があるのでこれらの少なくとも一方は LK−cutで証明不可能となる．そこで証明不
可能な方を (Γk ⇒ ∆k)と定義する．

– Fk が ∀xAという形で Γk−1 に含まれるとき．

(Γk ⇒ ∆k) ≡ (A[t1/x], . . . , A[tn/x],Γk−1 ⇒ ∆k−1)．

ただし A[t1/x], . . . , A[tn/x] は，「F1, . . . , Fk 中にあり，A中の xを項に置き換えた形になっ
ている論理式すべて」である．∀左規則があるのでこれも LK−cutで証明不可能である．

– Fk が ∀xという形で∆k−1 に含まれるとき．

(Γk ⇒ ∆k) ≡ (Γk−1 ⇒ ∆k−1, A[a/x])．

ただし aは Γk−1,∆k−1中に現われない自由変数である．∀右規則があるのでこれも LK−cut

で証明不可能である．

– Fk が他の形をしている場合も同様（問題）．

そしてこの「極限」を求めるシークエントとする，すなわち

(Γ+ ⇒ ∆+) ≡ ((
∪∞

i=0 Γi) ⇒ (
∪∞

i=0 ∆i)).

これが求める条件

Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，LK−cut 6` Γ+ ⇒ ∆+，飽和

を満たすことは簡単に確認できる（問題）． (証明終)

問題 11

上の証明の細部を完成させよ．つまり，Γk ⇒ ∆kの定義の残りと，Γ+ ⇒ ∆+が求める条件
を満たすことの証明を与えよ．

定理 12（LK−cutの完全性）

LK−cut 6` ⇒ F ならば F は恒真でない．

(証明) LK−cut 6` ⇒ F とする．このとき補題 10により，F ∈ ∆+ であり LK−cutで証明不可能な飽
和シークエント Γ+ ⇒ ∆+ が存在する．そこでストラクチャーM = 〈D, I〉を次のように定義する．

• 対象領域 D は項全体の集合．

• 定数記号の解釈は，Dの要素としての自分自身．すなわち cI = c．

• n引数述語記号 pの解釈は，Dの任意の要素 t1, . . . , tn に対して

pI(t1, . . . , tn) = True ⇐⇒ p(t1, . . . , tn) ∈ Γ+.

（特に n = 0の場合は pI = True ⇐⇒ p ∈ Γ+ である．）
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ここで，Dの要素である任意の項 tに対して，その名前（Dの名前定数拡張言語における項）を tと書
くことにする．そして，拡張前の言語の文字列に対して，「自由変数をすべてその名前に置き換える」と
いう操作を ∗ で表す．すなわち，項 tに対しては

t∗ ≡
{

t （tが自由変数のとき）
t （tが定数記号のとき）

であり，(t∗)I = t （項 t∗ の解釈は Dの要素としての t）が成り立つ．また X が論理式で X 中のすべ
ての自由変数が a1, . . . , anのとき，X∗ ≡ X[a1/a1] · · · [an/an] であり，これは拡張言語における閉論理
式である．

以上の設定のもとで，任意の論理式 X に対して次が成り立つ．

X ∈ Γ+ ならばM(X∗) = True．
X ∈ ∆+ ならばM(X∗) = False．

これはX の長さに関する帰納法で次のように示される．

• X ≡ p(t1, . . . , tn) のとき．
p(t1, . . . , tn) ∈ Γ+ ⇐⇒ pI(t1, . . . , tn) = True （Mの定義より）

⇐⇒ pI((t∗1)
I , . . . , (t∗n)I) = True

⇐⇒ M(p(t∗1, . . . , t
∗
n)) = True （原子論理式の真理値の定義より）

したがって，「p(t1, . . . , tn) ∈ Γ+ ならばM((p(t1, . . . , tn))∗) = True」である．一方 LK−cut 6`
Γ+ ⇒ ∆+ であったので「p(t1, . . . , tn) ∈ ∆+ ならば p(t1, . . . , tn) 6∈ Γ+」であり（なぜならシー
クエント p(t1, . . . , tn) ⇒ p(t1, . . . , tn) は公理である），したがって「p(t1, . . . , tn) ∈ ∆+ ならば
M((p(t1, . . . , tn))∗) = False」も成り立つ．

• X ≡ A∧B で X ∈ Γ+ のとき．
A∧B ∈ Γ+ =⇒ A ∈ Γ+ かつ B ∈ Γ+ （飽和性より）

=⇒ M(A∗) = True かつM(B∗) = True （A，B に対する帰納法の仮定より）
=⇒ M((A∧B)∗) = True （∧の真理値の定義）

• X ≡ ∀xA で X ∈ Γ+ のとき．
∀xA ∈ Γ+ =⇒ 任意の項 tに対して A[t/x] ∈ Γ+ （飽和性より）

=⇒ 任意の項 tに対してM((A[t/x])∗) = True （A[t/x]に対する帰納法の仮定より）
=⇒ 任意の項 tに対してM(A∗[t∗/x]) = True

=⇒ 任意の項 tに対してM(A∗[t/x]) = True （問題 1より）
=⇒ M(∀xA∗) = True （∀の真理値の定義より）

• 他の場合も同様．

ところで F ∈ ∆+ なので，これからM(F ∗) = Falseであり，F は恒真でない． (証明終)

定理 13（CH，LKの完全性，健全性，カット除去）

次の四条件は同値である．(1) CH ` F．(2) LK ` ⇒ F．(3) LK−cut ` ⇒ F．(4) F は恒
真である．
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(証明) 定理 5，9，12 による（(3)=⇒(2)は定義から明らか）． (証明終)

（注意）上の定理の (2)=⇒(3)，あるいは一般に「 (LK ` Γ ⇒ ∆) =⇒(LK−cut ` Γ ⇒ ∆)」のことを，
「LKのカット除去定理」と呼ぶ．ここでの証明は (2)=⇒(1)=⇒(4)=⇒(3)と恒真性を経由するもので
あったが，次のような手続きを与えることによって (2)=⇒(3)を直接示すこともできる：

LKの任意の証明図から出発して，証明図を次々に変形していき，最終的には cut を含まず
結論は最初の証明図と変わらない証明図に至る．

一般にはこちらの証明方法の方が有名であり，この手続きの存在までを含めて「カット除去定理」と呼
ぶこともある．

定理 13と同様にして（あるいは定理 13の一部分として）次も得られる．

定理 14（Cprop
H ，LKpropの完全性，健全性，カット除去）

命題論理の論理式 F に関する次の四条件は同値である．(1) Cprop
H ` F．(2) LKprop ` ⇒ F．

(3) LKprop
−cut ` ⇒ F．(4) F はトートロジーである．

2 様相命題論理K

2.1 論理式
様相命題論理の論理式は，古典論理の言語に

様相記号: ¤，♦

を加え，次で定義される．

• 命題変数は論理式である．

• > と ⊥ はそれぞれ論理式である．

• A，B が論理式ならば，次の四つ：(A∧B)，(A∨B)，(A→B)，(¬A) もそれぞれ論理式である.

• Aが論理式ならば，次の二つ：(¤A)，(♦A) もそれぞれ論理式である.

この章では断りのない限り A,B などは様相命題論理の論理式を指す．

¤や ♦は ¬ と同様に優先順位が高いものとして括弧を省略する．たとえば，¤ p ∧ q ≡ ((¤ p) ∧ q)．

¤A という形の論理式を「¤論理式」，♦A という形の論理式を「♦論理式」と呼ぶ．

様相命題論理式 A がトートロジーであるということを，「A中の相異なる¤論理式や♦論理式をすべて相
異なる命題変数と見なしたときに，トートロジーになること」で定義する．正確には，次の条件を満た
す A′, B1, . . . , Bk,p1, . . . ,pk が存在するとき A はトートロジーであると言う．
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• A′ は様相記号を含まない命題論理式で，1.2節の意味でトートロジーである．

• p1, . . . ,pk は相異なる命題変数で，A ≡ A′[ ~B/~p]．（ただし，[ ~B/~p]は p1, . . . ,pk にそれぞれ論理
式 B1 . . . , Bk を同時代入することを表す）

例：¤p∨¬¤p はトートロジーであり，¤(p∨¬p) や¤(p∧q)∨¬¤(q∧p) や ♦p→¬¤¬p はトートロジー
でない．

A がトートロジーであることを

|=taut A

と書き，また A1→(A2→· · ·→(An→B) · · ·) がトートロジーであることを

A1, . . . , An |=taut B

とも書く．

2.2 クリプキフレーム，クリプキモデル
空でない集合 W と，W 上の２項関係Ãの組 〈W,Ã〉 をクリプキフレーム，または単にフレームと呼
ぶ．W をこのフレームの可能世界集合（W の各要素を可能世界），Ã を 到達可能関係と呼ぶ．フレー
ムに解釈 I を付けた組 〈W,Ã, I〉 をクリプキモデルと呼ぶ．ただし解釈とは各可能世界における各命題
変数の真偽を決めたものであり，解釈 I による命題変数 pの可能世界 w ∈ W における真理値（Trueか
False）を

pI
w

と書く．

クリプキモデルM = 〈W, Ã, I〉 において，「可能世界 w ∈ W における論理式 X の真理値」をM(w,X)
と書く．これは次のようにX の構成に関して再帰的に定義される．

M(w,p) = pI
w.

M(w,>) = True.

M(w,⊥) = False.

M(w,A∧B) = True ⇐⇒ M(w,A) = True かつM(w,B) = True.

M(w,A∨B) = True ⇐⇒ M(w,A) = True またはM(w,B) = True.

M(w,A→B) = True ⇐⇒ M(w,A) = False またはM(w,B) = True.

M(w,¬A) = True ⇐⇒ M(w,A) = False.

M(w, ¤A) = True ⇐⇒ w Ã x となるすべての x ∈ W に対してM(x,A) = True.

M(w, ♦A) = True ⇐⇒ w Ã x となるある x ∈ W に対してM(x,A) = True.

問題 15

様相命題論理式 A がトートロジーならば，どんなクリプキモデル M = 〈W,Ã, V 〉 のどん
な可能世界 w ∈ W においてもM(w,A) = True となることを示せ．
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A を論理式，F = 〈W,Ã〉 をフレームとする．「フレーム F に解釈を任意に付けたクリプキモデル
M = 〈F , I〉 の任意の可能世界 w ∈ W でM(w,A) = True」となるとき，「A はフレーム F で恒真」と
言い

F |= A

と書く．X がフレームのある集まりのとき，「すべての F ∈ X に対して F |= A」であることを「A はフ
レームのクラス Xで恒真」と言い

X |= A

と書く．

2.3 ヒルベルト流体系
1.3節のCprop

H の公理と規則（古典命題論理のヒルベルト流体系）に次の公理と規則を加えた体系をKprop
H

と呼ぶ．

公理： ¤(A→B) → (¤A→¤B)，♦A↔¬¤¬A．

規則： A
¤A

(necessitation)

（注意）1.3節での論理式は様相記号を含まない述語論理式であったが，ここで「Cprop
H の公理と規則」と

言ったらそれらの形に当てはまるすべての様相命題論理式を指す．

すべてのフレームの集まりを Kと書く．

定理 16（Kprop
H の健全性）

Kprop
H ` F ならば K |= F .

(証明) Kprop
H ` F の証明に関する帰納法による． (証明終)

定理 17

(1) |=taut F ならば Kprop
H ` F．

(2) A1, . . . , An |=taut B ならば Kprop
H において A1 . . . , An から B を導くことができる．

(証明) (1) F がトートロジーならば次を満たす F ′, B1, . . . , Bk,p1, . . . ,pk が存在する．

• F ′ は様相記号を含まない命題論理式で，1.2節の意味でトートロジーである．

• p1, . . . ,pk は相異なる命題変数で，F ≡ F ′[ ~B/~p]．

ところで，

Kprop
H ` A ならばKprop

H ` A[ ~B/~p]



論理体系の完全性証明 14

がKprop
H ` A の証明図に関する帰納法で簡単に示されるので，これらと定理 14からKprop

H ` F は言え
る．
(2) (1)と規則 modus ponens を使えばよい． (証明終)

上記のことから，Kprop
H およびKprop

H を拡張した体系において次の規則が使用可能であることが言える．

A1 · · · An

B
(taut) (A1, . . . , An |=taut B のとき)

以後，この規則も適宜使用する．

定理 18

Kprop
H ` (A1∧A2∧ · · · ∧An)→B ならばKprop

H ` (¤A1∧¤A2∧ · · · ∧¤An)→¤B である．し
たがってKprop

H およびKprop
H を拡張した体系において次の規則が使用可能である．

(A1∧A1∧ · · · ∧An)→B

(¤A1∧¤A2∧ · · · ∧¤An)→¤B
(¤)

(証明) たとえば n = 2の場合，

(A1∧A2)→B

A1→(A2→B)
(taut)

¤(A1→(A2→B))
(nec)

Kprop
H の公理

¤(A1→(A2→B))→(¤A1→¤(A2→B))
¤A1→¤(A2→B)

(taut)
Kprop

H の公理
¤(A2→B)→(¤A2→¤B)

¤A1→(¤A2→¤B)
(taut)

(¤A1∧¤A2)→¤B
(taut)

(証明終)

問題 19

定理 6のKprop
H 版である次を示せ．Kprop

H ` A↔B ならばKprop
H ` F [A/p]↔F [B/p]である．

これによって，たとえば論理式中の A∧B を A∧(>∧B) に置き換えたり，♦A を ¬¤¬A に置き換えた
りしても証明可能性は変わらない（モデルの各可能世界における真理値も変わらない）ことが言えるの
で，以後このような置き換えは自由に行うことにする．また，

∧
Γ といった表記は Γ の要素の順番や重

複に任意性があるが，それも気にしなくてよいことになる．

問題 20

Kprop
H およびKprop

H を拡張した体系において次の各規則が使用可能であることを示せ．

Z
C→(D∨¤Z)

Y →Z
(C→(D∨¤Y )) → (C→(D∨¤Z))

(X∧Y )→Z(
(C→(D∨¤X)) ∧ (C→(D∨¤Y ))

)
→ (C→(D∨¤Z))
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2.4 ツリーシークエント計算
様相論理に対するシークエント計算の体系として「LKのシークエントが樹状につながったもの」を単
位として証明をするものを作る．

自然数の有限列（空列も含む）をラベルと呼ぶ．ラベルをたとえば 〈3, 7, 3, 2〉のように角括弧とカンマ
を用いて表記する．したがって空列は 〈〉である．以後 α，β などでラベルを表す．ふたつのラベル α，
β がある自然数 n1, . . . , nk（k ≥ 1）に対して α ≡ 〈n1, n2, . . . nk−1〉，β ≡ 〈n1, n2, . . . nk−1, nk〉 である
とき（すなわち，βは αをひとつ延ばしたものであるとき），「αは βの親である」「βは αの子である」
と言う．空列以外のラベルにはそれぞれ唯一の親が存在する．ラベルの集合 L が以下の条件を満たすと
き，L は木と呼ばれる．

L に含まれる空列以外のどんなラベルも，その親がまた L に含まれる．

木 Lの要素で，その子が L内に存在しないようなものは葉と呼ばれる．空集合以外の木は必ず空列を含
んでいるが，その空列を木の根と呼ぶ．

α がラベルで A が論理式であるとき，
α : A

という表現をラベル付き論理式と呼ぶ．Γ と∆がラベル付き論理式の有限集合，Lがラベルの有限集合
で，条件：

Lは木であり，Γ ,∆中のどんなラベルも Lに含まれる

を満たすとき，
Γ L⇒ ∆

という表現をツリーシークエントと呼ぶ．

（注意）たとえばツリーシークエント

〈〉 : A, 〈〉 : B, 〈1〉 : D, 〈2〉 : F, 〈2, 2〉 : G
{〈〉,〈1〉,〈2〉,〈2,1〉,〈2,2〉}⇒ 〈〉 : C, 〈1〉 : E, 〈2, 2〉 : H, 〈2, 2〉 : I

は，

A,B ⇒ C

D ⇒ E F ⇒

⇒ G ⇒ H, I

HHH ©©©

HHH ©©©

を表していると考える．ここでは正確な議論をコンパクトに記述するために，後者の樹状表現でなくラ
ベルを用いた表現を使っている．

TKpropは，以下の公理と推論規則でツリーシークエントを証明する体系である．

公理：次の３種類の形のツリーシークエント

α : A
L⇒ α : A

L⇒ α : > α : ⊥ L⇒
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推論規則：

α : A, α : B, Γ L⇒ ∆

α : A∧B, Γ L⇒ ∆
(∧左)

Γ L⇒ ∆, α : A Γ L⇒ ∆, α : B

Γ L⇒ ∆, α : A∧B
(∧右)

α : A, Γ L⇒ ∆ α : B, Γ L⇒ ∆

α : A∨B, Γ L⇒ ∆
(∨左)

Γ L⇒ ∆, α : A, α : B

Γ L⇒ ∆, α : A∨B
(∨右)

Γ L⇒ ∆, α : A α : B, Γ L⇒ ∆

α : A→B, Γ L⇒ ∆
(→左)

α : A, Γ L⇒ ∆, α : B

Γ L⇒ ∆, α : A→B
(→右)

Γ L⇒ ∆, α : A

α : ¬A, Γ L⇒ ∆
(¬左)

α : A, Γ L⇒ ∆

Γ L⇒ ∆, α : ¬A
(¬右)

β : A, Γ L⇒ ∆

α : ¤A, Γ L⇒ ∆
(¤左)†

Γ L⇒ ∆, β : A

Γ
L−{β}⇒ ∆, α : ¤A

(¤右)‡

β : A, Γ L⇒ ∆

α : ♦A, Γ
L−{β}⇒ ∆

(♦左)‡ Γ L⇒ ∆, β : A

Γ L⇒ ∆, α : ♦A
(♦右)†

Γ L⇒ ∆

α : A, Γ L⇒ ∆
(weakening 左) Γ L⇒ ∆

Γ L⇒ ∆, α : A
(weakening 右)

Γ L⇒ ∆

Γ
L∪{α}⇒ ∆

(weakening ラベル)

Γ L⇒ ∆, α : A α : A,Γ L⇒ ∆

Γ L⇒ ∆
(cut)

ただし ¤と ♦の規則は次の条件が満たされているときのみ使用可能である．

(†)（¤左,♦右規則のラベル条件）α は β の親である．
(‡)（¤右,♦左規則のラベル条件）α は β の親であり，かつ β は L 内の葉であっ
て Γ ,∆中には現われない．

また weakening規則においては，結論がツリーシークエントになるために当然次のような条
件が必要である：（weakening左右）においては，α ∈ L．（weakeningラベル）においては，
L ∪ {α} は木．

TKpropから cut規則を取り除いた体系を TKprop
−cutと呼ぶ．

ツリーシークエントの論理式への翻訳を与える．まず，ラベル付き論理式の集合 Γ とラベル α に対し
て，「Γ 中でラベル αが付いている論理式の集合」を Γα と表記する．すなわち，

Γα = {A | α : A ∈ Γ}

である．そして，ツリーシークエント Γ L⇒ ∆ とラベル α に対して，論理式 [[Γ L⇒ ∆]]αを次の形の論理
式として再帰的に定義する．

[[Γ L⇒ ∆]]α ≡
∧

(Γα) →
∨(

∆α, ¤[[Γ L⇒ ∆]]β1 , . . . , ¤[[Γ L⇒ ∆]]βk

)
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ただし，β1, . . . , βk は αの子で L中に存在するものすべてである．

（注意）Lは有限集合であるので，どんなラベルも L中では有限個の子しか持たず，さらに L中で子の
方向へ進んで行く道は必ず有限の長さで葉に至って終了するので，上の再帰的な式は有限の長さの論理
式を表している．また，

∧
や

∨
における要素の重複や順番の任意性からこの式では論理式 [[Γ L⇒ ∆]]α

が必ずしも一意には定まらないが，この任意性は，モデルにおける真理値に関しても，Kprop
H における

証明可能性に関しても問題にならないことが，問題 19やその後の注意から言える．

例
15ページの樹状に表現されたツリーシークエントを Γ L⇒ ∆ とすると，以下の論理式は [[Γ L⇒ ∆]]〈〉 で
ある． (

A∧B
)
→

(
C ∨ ¤

(
D→E

)
∨ ¤

(
F→(¤⊥ ∨ ¤(G→H∨I))

))
ただし，「>→⊥ を ⊥ に替える」等の処理により簡潔にしてある．

定理 21（Kprop
H と TKpropの同等性）

Kprop
H ` F ⇐⇒ TKprop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F （「左辺は空，右辺は F だけのシークエント」を根と
し，それ以外のノードは無いツリーシークエント）．

(証明)

（=⇒) Kprop
H ` F の証明図に関する帰納法による．たとえば公理¤(A→B) → (¤A→¤B) に対して

は次のように証明できる．

〈1〉 : A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : A

〈1〉 : A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : B, 〈1〉 : A

(we. 右)
〈1〉 : B

{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : B

〈1〉 : B, 〈1〉 : A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : B

(we. 左)

〈1〉 : A→B, 〈1〉 : A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : B

(→左)

〈〉 : ¤(A→B), 〈1〉 : A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : B

(¤左)

〈〉 : ¤(A→B), 〈〉 : ¤A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : B

(¤左)

〈〉 : ¤(A→B), 〈〉 : ¤A
{〈〉}⇒ 〈〉 : ¤B

(¤右)

{〈〉}⇒ 〈〉 : ¤(A→B)→(¤A→¤B)
(→右)

また，necessitation規則については「TKpropが necessitation規則に関して閉じている」ことをあらか
じめ示しておく必要がある（後の問題）．
（⇐=) 「TKprop ` Γ L⇒ ∆ ならばKprop

H ` [[Γ L⇒ ∆]]〈〉」を Γ L⇒ ∆の証明図に関する帰納法で示す．
¤ や ♦ の規則以外については，その公理や規則で着目した論理式のラベルの長さ（根からの距離）の
回数だけ問題 20の規則を使うことによって簡単に示される．¤左と ♦右規則については，

Kprop
H ` ¤((A∧C)→D) → (¤A→¤(C→D))，Kprop

H ` ¤(C→(D∨A)) → (¤(C→D)∨♦A)

と問題 20の規則などから示される．¤右と ♦左規則については，[[Γ L⇒ ∆]]〈〉 の定義と問題 20の規則な
どから示される． (証明終)

問題 22
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TKprop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : FならばTKprop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : ¤F であることを証明せよ．ヒント：「TKprop `
{〈〉}⇒ 〈〉 : F ならば TKprop ` {〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : F」が言えればよい．そこで，これを一般化した命
題を帰納法で示せばよい．

2.5 完全性
これ以後は Γ L⇒ ∆ と書いたときには Γ，L，∆ などは無限集合でもよいことにする．そのようなものを
無限ツリーシークエントと呼ぶ．ただし体系 TKprop内で証明の対象として扱えるのは有限ツリーシー
クエントだけである．1.5章での定義と同様に，無限ツリーシークエントが体系TKpropで証明可能でる
とは，そのある有限部分が証明可能であることとして定義する．

ツリーシークエント Γ L⇒ ∆が以下のすべての条件を満たすとき，これを飽和ツリーシークエントと呼ぶ．

（∧左条件） α : A∧B ∈ Γ ならば α : A ∈ Γ かつ α : B ∈ Γ．
（∧右条件） α : A∧B ∈ ∆ ならば α : A ∈ ∆ または α : B ∈ ∆．
（∨左条件） α : A∨B ∈ Γ ならば α : A ∈ Γ または α : B ∈ Γ．
（∨右条件） α : A∨B ∈ ∆ ならば α : A ∈ ∆ かつ α : B ∈ ∆．
（→左条件） α : A→B ∈ Γ ならば α : A ∈ ∆ または α : B ∈ Γ．
（→右条件） α : A→B ∈ ∆ ならば α : A ∈ Γ かつ α : B ∈ ∆．
（¬左条件） α : ¬A ∈ Γ ならば α : A ∈ ∆．
（¬右条件） α : ¬A ∈ ∆ ならば α : A ∈ Γ．
（¤左条件） α : ¤A ∈ Γ ならば，L内の αの任意の子 β に対して β : A ∈ Γ．
（¤右条件） α : ¤A ∈ ∆ ならば，L内の αのある子 β に対して β : A ∈ ∆．
（♦左条件） α : ♦A ∈ Γ ならば，L内の αのある子 β に対して β : A ∈ Γ．
（♦右条件） α : ♦A ∈ ∆ ならば，L内の αの任意の子 β に対して β : A ∈ ∆．

補題 23

Γ L⇒ ∆ が有限ツリーシークエントで TKprop
−cut 6` Γ L⇒ ∆ ならば，Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，

L ⊆ L+，TKprop
−cut 6` Γ+ L+

⇒ ∆+ なる飽和ツリーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+ が存在する．

(証明) 補題 10と同様に，すべてのラベル付き論理式がそれぞれ無限回出現する列をひとつ作りそれを

λ1 : F1, λ2 : F2, . . .

とする（ラベル付き論理式全体も可算なのでこのようなことができる）．そして有限ツリーシークエン
トの無限列 Γi

Li⇒ ∆i (i = 0, 1, . . .) で各 iについてTKprop
−cut 6` Γi

Li⇒ ∆iであるものを，iに関して帰納的
に以下で定義する．

• i = 0 のとき．
(Γ0

L0⇒ ∆0) ≡ (Γ L⇒ ∆).

これは補題の前提から TKprop
−cutで証明不可能である．

• TKprop
−cutで証明不可能な Γk−1

Lk−1⇒ ∆k−1がすでに定義されているとき，Γk
Lk⇒ ∆kを次で定義する．
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– λk : Fk が λk : A∧B という形で Γk−1 に含まれるとき．

(Γk
Lk⇒ ∆k) ≡ (λk : A, λk : B, Γk−1

Lk−1⇒ ∆k−1).

∧左規則があるのでこれも TKprop
−cutで証明不可能である．

– λk : Fk が λk : A∧B という形で∆k−1 に含まれるとき．

(Γk
Lk⇒ ∆k) ≡


Γk−1

Lk−1⇒ ∆k−1, λk : A

または
Γk−1

Lk−1⇒ ∆k−1, λk : B

∧右規則があるのでこれらの少なくとも一方は TKprop
−cutで証明不可能となる．そこで証明不

可能な方を (Γk
Lk⇒ ∆k)と定義する．

– λk : Fk が λk : ¤Aという形で Γk−1 に含まれるとき．

(Γk
Lk⇒ ∆k) ≡ (β1 : A, . . . , βn : A, Γk−1

Lk−1⇒ ∆k−1)．

ただし β1, . . . , βn は，「Lk−1 中にある λk のすべての子」である．¤左規則があるのでこれ
も TKprop

−cutで証明不可能である．

– λk : Fk が λk : ¤Aという形で∆k−1 に含まれるとき．

(Γk
Lk⇒ ∆k) ≡ (Γk−1

Lk−1∪{β}⇒ ∆k−1, β : A)．

ただし β は λk の子で Lk−1 には含まれないもの（すなわち λk の「新しい子」）である．¤
右規則があるのでこれも TKprop

−cutで証明不可能である．

– λk : Fk が他の形をしている場合も同様（問題）．

そしてこの「極限」を求めるツリーシークエントとする，すなわち

(Γ+ L+

⇒ ∆+) ≡ ((
∪∞

i=0 Γi)
S∞

i=0 L
⇒ (

∪∞
i=0 ∆i)).

これが求める条件

Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，L ⊆ L+，TKprop
−cut 6` Γ+ L+

⇒ ∆+，飽和

を満たすことは簡単に確認できる（問題）． (証明終)

問題 24

上の証明の細部を完成させよ．つまり，Γk
Lk⇒ ∆k の定義の残りと，Γ+ L+

⇒ ∆+ が求める条
件を満たすことの証明を与えよ．

定理 25（TKprop
−cutの完全性）

左辺が空で右辺がひとつのラベル付き論理式からなる有限ツリーシークエント ( L⇒ λ : F ) が
TKprop

−cutで証明不可能ならば，あるクリプキモデルのある可能世界でその右辺の論理式 F が
Falseになる．

(証明) TKprop
−cut 6`

L⇒ λ : F とする．このとき補題 23により，(λ : F ) ∈ ∆+ であり TKprop
−cutで証明不

可能な飽和ツリーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+ が存在する．そこでクリプキモデルM = 〈W,Ã, I〉を次の
ように定義する．
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• W = L+ （つまりラベルを可能世界とする）．

• Ã は L+ 上の「親子関係」，すなわち，α Ã β ⇐⇒ 「α は β の親である」．

• pI
α = True ⇐⇒ (α : p) ∈ Γ+．

すると任意のラベル付き論理式 α : X に対して次が成り立つ．

(α : X) ∈ Γ+ ならばM(α,X) = True．
(α : X) ∈ ∆+ ならばM(α,X) = False．

これはX の長さに関する帰納法で次のように示される．

• X ≡ p で (α : X) ∈ ∆+ のとき．TKprop
−cut 6` Γ+ L+

⇒ ∆+ なので，(α : p) 6∈ Γ+ でなければならな
い（なぜなら，αを含む適当な有限木 {α}∗ ⊆ L+ をとると，α : p

{α}∗

⇒ α : p は公理になるので）．
したがって I の定義からM(α,p) = Falseになる．

• X ≡ A∧B で (α : X) ∈ Γ+ のとき．
(α : A∧B) ∈ Γ+ =⇒ (α : A) ∈ Γ+ かつ (α : B) ∈ Γ+ （飽和性より）

=⇒ M(α,A) = True かつM(α,B) = True （A，B に対する帰納法の仮定より）
=⇒ M(α,A∧B) = True （∧の真理値の定義）

• X ≡ ¤A で (α : X) ∈ Γ+ のとき．
¤A ∈ Γ+ =⇒ L+ 中の αの任意の子 β に対して (β : A) ∈ Γ+ （飽和性より）

=⇒ L+ 中の αの任意の子 β に対してM(β,A) = True （Aに対する帰納法の仮定より）
=⇒ M(α, ¤A) = True （¤の真理値の定義より）

• 他の場合も同様．

ところで (λ : F ) ∈ ∆+ なので，これからM(λ, F ) = Falseである． (証明終)

定理 26（Kprop
H ，TKpropの完全性，健全性，カット除去）

次の四条件は同値である．(1) Kprop
H ` F．(2) TKprop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F．(3) TKprop

−cut `
{〈〉}⇒ 〈〉 : F．

(4) K |= F．

(証明) 定理 16，21，25 による（(3)=⇒(2)は定義から明らか）． (証明終)

3 様相命題論理S4，S5

3.1 フレーム
様相命題論理 S4，S5の論理式は，前章の様相命題論理Kのものと変わらない．

すべてのフレームの集まりが Kであったが，「すべての，推移的かつ反射的フレームの集まり」を S4と
書く．「すべての，推移的かつ反射的かつ対称的（つまり同値関係）フレームの集まり」を S5と書く．た
だしフレーム 〈W, Ã〉 が推移的，反射的，対称的であるとは，次の条件である．
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推移的：∀x, y, z ∈ W [（x Ã y かつ y Ã z）ならば x Ã z]
反射的：∀x ∈ W [x Ã x]
対称的：∀x, y ∈ W [x Ã y ならば y Ã x]

3.2 ヒルベルト流体系
前章のKprop

H に次の公理を加えた体系を S4prop
H と呼ぶ．

¤A→¤¤A，¤A→A．

定理 27（S4prop
H の健全性）

S4prop
H ` F ならば S4 |= F .

(証明) S4prop
H ` F の証明に関する帰納法による． (証明終)

S4prop
H にさらに次の公理を加えた体系を S5prop

H と呼ぶ．

A→¤♦A．

定理 28（S5prop
H の健全性）

S5prop
H ` F ならば S5 |= F .

(証明) S5prop
H ` F の証明に関する帰納法による． (証明終)

3.3 ツリーシークエント計算
ラベル間の「親である」という関係の推移反射閉包を ¹と表す．すなわち，

α ¹ β ⇐⇒
∃m ≥ 0,∃n ≥ 0,∃a1, . . . , ∃am,∃b1, . . . , ∃bn

[α = 〈a1, . . . , am〉 かつ β = 〈a1, . . . , am, b1, . . . , bn〉]

とする．

前章のツリーシークエント計算の体系TKpropの ¤左規則，♦右規則のラベル条件を以下のように緩め
た（規則としては適用範囲が広くなる）体系を TS4propと呼ぶ．

(†)（¤左,♦右規則のラベル条件）α ¹ β．

TS4propから cut規則を取り除いた体系を TS4prop
−cutと呼ぶ．

定理 29（S4prop
H と TKpropの同等性）

S4prop
H ` F ⇐⇒ TS4prop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F .
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(証明)

（=⇒) S4prop
H ` F の証明図に関する帰納法による．Kprop

H の部分はすでに定理 21でやっている．た
とえば公理 ¤A→¤¤A は次のように証明できる．

〈1, 1〉 : A
{〈〉,〈1〉,〈1,1〉}⇒ 〈1, 1〉 : A

〈〉 : ¤A
{〈〉,〈1〉,〈1,1〉}⇒ 〈1, 1〉 : A

(¤左)

〈〉 : ¤A
{〈〉}⇒ 〈〉 : ¤¤A

(¤右)

{〈〉}⇒ 〈〉 : ¤A→¤¤A
(→右)

（⇐=) 「TS4prop ` Γ L⇒ ∆ ならば S4prop
H ` [[Γ L⇒ ∆]]〈〉」を Γ L⇒ ∆の証明図に関する帰納法で示す．

¤左，♦右の規則以外については定理 21でやっている．¤左，♦右については，定理 21での議論に次
を加えることで示される：任意の n ≥ 0について，

S4prop
H ` ((¤nA∧X)→Y ) → ((¤A∧X)→Y ),

S4prop
H ` (Y ∨♦nA) → (Y ∨♦A)．

ただし ¤nA，♦nA は Aの前にそれぞれ n個の ¤，n個の ♦を付けた論理式である． (証明終)

ツリーシークエント計算の体系 TKpropや TS4propの ¤と ♦の規則のラベル条件から「親である」「子
である」「¹」「葉である」などをすべて削除した（規則の適用範囲が広くなる）体系をTS5propと呼ぶ．
すなわち，TS5propの様相記号に関する規則は以下のようになる．

β : A, Γ L⇒ ∆

α : ¤A, Γ L⇒ ∆
(¤左)†

Γ L⇒ ∆, β : A

Γ
L−{β}⇒ ∆, α : ¤A

(¤右)‡

β : A, Γ L⇒ ∆

α : ♦A, Γ
L−{β}⇒ ∆

(♦左)‡ Γ L⇒ ∆, β : A

Γ L⇒ ∆, α : ♦A
(♦右)†

ただしこれらは次の条件が満たされているときのみ使用可能である．

(†)（¤左と ♦右規則のラベル条件）α ∈ L．

(‡) （¤右と ♦左規則のラベル条件）α ∈ L，α 6= β，かつ β は Γ ,∆中には現われない．

（注意）TS5propにおいてはラベル間の「親子関係」をまったく利用しないので，ラベルは単にお互いの
異同を区別できるだけでよく，ラベルが「自然数の有限列」である必要なない．

TS5propから cut規則を取り除いた体系を TS5prop
−cutと呼ぶ．

定理 30（S5prop
H と TS5propの同等性）

S5prop
H ` F ⇐⇒ TS5prop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F .

(証明)

（=⇒) S5prop
H ` F の証明図に関する帰納法による．S4prop

H の部分はすでに定理 29 でやっている．
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S5prop
H で追加された公理 A→¤♦A は次のように証明できる．

〈〉 : A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈〉 : A

〈〉 : A
{〈〉,〈1〉}⇒ 〈1〉 : ♦A

(♦右)

〈〉 : A
{〈〉}⇒ 〈〉 : ¤♦A

(¤右)

{〈〉}⇒ 〈〉 : A→¤♦A
(→右)

（⇐=) 次の事実を Γ L⇒ ∆の証明図に関する帰納法で示す：

TS5prop ` Γ L⇒ ∆ ならば S5prop
H ` ¤

(∧
(Γα1)→

∨
(∆α1)

)
∨ · · · ∨ ¤

(∧
(Γαn)→

∨
(∆αn)

)
．

ただし L = {α1, . . . , αn}．

これが示されれば，
S5prop

H ` ¤(>→(⊥∨F )) → F

と規則 modus ponens をあわせて題意は示される．上の事実は，¤，♦の規則以外については定理 21と
同様に（もう少し簡単に）できる．¤，♦の規則については，それぞれ

(¤左, α 6= β) S5prop
H `

(
¤((A∧C)→D) ∨ ¤(E→F )

)
→

(
¤(C→D) ∨ ¤((¤A∧E)→F )

)
(¤左, α = β) S5prop

H `
(
¤((A∧C)→D)

)
→

(
¤((¤A∧C)→D)

)
(¤右) S5prop

H `
(
¤A∨¤(C→D)

)
→ ¤(C→(D∨¤A))

(♦左) S5prop
H `

(
¤(A→⊥)∨¤(C→D)

)
→ ¤((♦A∧C)→D)

(♦右, α 6= β) S5prop
H `

(
¤(C→(D∨A)) ∨ ¤(E→F )

)
→

(
¤(C→D) ∨ ¤(E→(F∨♦A))

)
(♦右, α = β) S5prop

H `
(
¤(C→(D∨A))

)
→

(
¤(C→(D∨♦A))

)
を使えば示される． (証明終)

問題 31

上の証明中の最後の部分の (¤左)(¤右)(♦左)(♦右)にそれぞれ相当する論理式の S5prop
H に

おける証明（の方針）を書け．

3.4 完全性
前章の飽和の条件ので，¤左条件と ♦右条件を以下のように変更（強めた）したものを S4飽和と呼ぶ．

（S4のための ¤左条件） α : ¤A ∈ Γ ならば，α ¹ β なる L内の任意のラベル β に対し
て β : A ∈ Γ．
（S4のための ♦右条件） α : ♦A ∈ ∆ ならば，α ¹ β なる L内の任意のラベル β に対し
て β : A ∈ ∆．

補題 32

Γ L⇒ ∆ が有限ツリーシークエントで TS4prop
−cut 6` Γ L⇒ ∆ ならば，Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，

L ⊆ L+，TS4prop
−cut 6` Γ+ L+

⇒ ∆+ なる S4飽和ツリーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+ が存在する．
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(証明) 補題 23と同様． (証明終)

前章の飽和の条件ので，¤と ♦に関する条件を以下のように変更したものを S5飽和と呼ぶ．

（S5のための¤左条件） α : ¤A ∈ Γ ならば，L内の任意のラベル βに対して β : A ∈ Γ．
（S5のための ¤右条件） α : ¤A ∈ ∆ ならば，L内のあるラベル β に対して β : A ∈ ∆．
（S5のための ♦左条件） α : ♦A ∈ Γ ならば，L内のあるラベル β に対して β : A ∈ Γ．
（S5のための ♦右条件） α : ♦A ∈ ∆ ならば，L内の任意のラベル βに対して β : A ∈ ∆．

補題 33

Γ L⇒ ∆ が有限ツリーシークエントで TS5prop
−cut 6` Γ L⇒ ∆ ならば，Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，

L ⊆ L+，TS5prop
−cut 6` Γ+ L+

⇒ ∆+ なる S5飽和ツリーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+ が存在する．

(証明) 補題 23と同様． (証明終)

定理 34（TS4prop
−cutの完全性）

左辺が空で右辺がひとつのラベル付き論理式からなる有限ツリーシークエント ( L⇒ λ : F ) が
TS4prop

−cutで証明不可能ならば，推移的かつ反射的なあるクリプキモデルのある可能世界でそ
の右辺の論理式 F が Falseになる．

(証明) 定理 25と同様．（S4飽和ツリーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+ を用いて，クリプキモデルの到達可
能関係 Ã を L+ 上の ¹で定義する．） (証明終)

定理 35（TS5prop
−cutの完全性）

左辺が空で右辺がひとつのラベル付き論理式からなる有限ツリーシークエント ( L⇒ λ : F ) が
TS5prop

−cutで証明不可能ならば，推移的かつ反射的かつ対称的なあるクリプキモデルのある可
能世界でその右辺の論理式 F が Falseになる．

(証明) 定理 25と同様．（S5飽和ツリーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+ を用いて，L+ 上のすべてのラベル
間に到達可能関係 Ã が付くようにクリプキモデルを定義する．） (証明終)

定理 36（S4prop
H ，TS4propの完全性，健全性，カット除去）

次の四条件は同値である．(1) S4prop
H ` F．(2) TS4prop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F．(3) TS4prop

−cut `
{〈〉}⇒ 〈〉 : F．(4) S4 |= F．

(証明) 定理 27，29，34 による（(3)=⇒(2)は定義から明らか）． (証明終)

定理 37（S5prop
H ，TS5propの完全性，健全性，カット除去）

次の四条件は同値である．(1) S5prop
H ` F．(2) TS5prop ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F．(3) TS5prop

−cut `
{〈〉}⇒ 〈〉 : F．(4) S5 |= F．
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(証明) 定理 28，30，35 による（(3)=⇒(2)は定義から明らか）． (証明終)

4 様相述語論理
4.1 論理式
様相述語論理の論理式は古典述語論理の論理式に様相記号を加えたものであり，次で定義される．

• 命題変数（0引数述語記号）は論理式である．

• n ≥ 1で pがn引数述語記号で t1, . . . , tnが項（自由変数記号または定数記号）のとき，p(t1, . . . , tn)
は論理式である．

• > と ⊥ はそれぞれ論理式である．

• A，B が論理式ならば，次の四つ：(A∧B)，(A∨B)，(A→B)，(¬A) もそれぞれ論理式である.

• Aが論理式，xがA中に出現しない束縛変数記号，aが自由変数記号ならば，次の二つ：(∀xA[x/a])，
(∃xA[x/a])，もそれぞれ論理式である．

• Aが論理式ならば，次の二つ：(¤A)，(♦A) もそれぞれ論理式である.

以後 A,B などは様相述語論理の論理式を指す．

4.2 フレーム
可能世界の非空集合 W と，W 上の到達可能関係Ãと，「各可能世界に非空集合（その世界における対
象領域）を対応させる関数 D」で，条件

x Ã y ならば D(x) ⊆ D(y)

を満たすものの組 〈W,Ã, D〉 を述語論理のクリプキフレーム，または単にフレームと呼ぶ．特に条件

x Ã y ならば D(x) = D(y)

が成り立つ場合，これを定領域フレームと呼ぶ．

F = 〈W,Ã, D〉 をフレームとする．このフレームにおける解釈 I とは，次の要素から成る．

• 各定数記号を対象領域
∪

w∈W D(w)のどの要素に解釈するか．定数記号 cの Iによる解釈を cI と
書く．

• 各 n引数述語記号を各可能世界の対象領域上のどんな n引数述語に解釈するか．可能世界 wにお
ける n引数述語記号 pの I による解釈（D(w)n から {True, False}への関数）を pI

w と書く．特に
n = 0 の場合は pI

w ∈ {True, False} である．
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フレームと解釈を合わせたものをクリプキモデルと呼ぶ．

クリプキモデルM = 〈W,Ã, D, I〉 の対象領域
∪

w∈W D(w)の各要素の名前を定数記号として加えた言
語を「Dによる名前拡張言語」と呼ぶ．対象領域の要素 δの名前が dであるとき，当然 dI = δ とする．
X がDによる名前拡張言語の閉論理式で，可能世界 wに対して条件

X 中に現われるどんな定数記号の解釈もD(w)の要素である

を満たしているとき，X は wで解釈可能であると言う．「可能世界 w ∈ W において解釈可能な論理式
X の真理値（Trueか False）」をM(w,X) と書く．これは次のようにX の構成に関して再帰的に定義さ
れる．

M(w,p(t1, . . . , tn)) = pI
w(tI1 , . . . , tIn)

M(w,>) = True.

M(w,⊥) = False.

M(w,A∧B) = True ⇐⇒ M(w,A) = True かつM(w,B) = True.

M(w,A∨B) = True ⇐⇒ M(w,A) = True またはM(w,B) = True.

M(w,A→B) = True ⇐⇒ M(w,A) = False またはM(w,B) = True.

M(w,¬A) = True ⇐⇒ M(w,A) = False.

M(w, ∀xA) = True ⇐⇒ D(w)の任意の要素の名前 d に対してM(w,A[d/x]) = True.

M(w, ∃xA) = True ⇐⇒ D(w)のある要素の名前 d に対してM(w,A[d/x]) = True.

M(w, ¤A) = True ⇐⇒ w Ã x となるすべての x ∈ W に対してM(x,A) = True.

M(w, ♦A) = True ⇐⇒ w Ã x となるある x ∈ W に対してM(x,A) = True.

F を様相述語論理のフレームのある集まり，A を名前定数を含まない論理式とし，A中のすべての自由
変数記号を a1, . . . , an （ただし n ≥ 0 で a1, . . . , anはすべて異なる）とする．このとき，F中の任意の
フレーム F に任意の解釈を付けたモデルM = 〈W,Ã, D, I〉の任意の可能世界 w ∈ W において，条件

Aが wで解釈可能ならば，wにおける対象領域 D(w)の任意の要素の名前 d1, . . . ,dn に対
してM(w,A[d1/a1] · · · [dn/an]) = True

が成り立つことを，「Aは Fで恒真である」と言い

F |= A

と書く．

様相述語論理のフレームの集まりを次のように定義する．

K · · · すべてのフレームの集まり．
KCD · · · すべての定領域フレームの集まり．
S4 · · · すべての推移的反射的フレームの集まり．
S4CD · · · すべての定領域推移的反射的フレームの集まり．
S5 · · · すべての推移的反射的対称的フレームの集まり（到達可能関係の対称性と対
象領域の条件から定領域の条件が満たされる）．

問題 38
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次の三つを示せ．
(1) K |= ¤∀xA→∀x¤A．
(2) K 6|= ∀x¤A→¤∀xA．
(3) KCD |= ∀x¤A→¤∀xA．

上の問題 (2)(3)の論理式はバルカン式と呼ばれる．

4.3 ヒルベルト流体系
様相命題論理と古典述語論理のヒルベルト流体系を合わせた体系をKHと呼ぶ．すなわちKHは次の公
理と規則を持つ．

公理：
>, ¬⊥, A→(B→A), (A→(B→C))→((A→B)→(A→C)), A→(B→(A∧B)), (A∧B)→A,
(A∧B)→B, A→(A∨B), B→(A∨B), (A→C)→((B→C)→((A∨B)→C)),
(A→B)→((A→¬B)→¬A), ∀xA→(A[t/x]), (A[t/x])→∃xA, ¬¬A→A. ¤(A→B) → (¤A→¤B)，
♦A↔¬¤¬A．

規則
A→B A

B
(modus ponens)

A→(B[a/x])
A→∀xB

(∀)
(B[a/x])→A

∃xB→A
(∃)

A
¤A

(necessitation)

ただし ∀と ∃の規則は次の条件が満たされているときのみ使用可能である．

（∀,∃規則の変数条件）aは A,B 中に出現しない自由変数である．

KHに次のように公理を加えた体系をそれぞれKBFH，S4H，S4BFH，S5H と呼ぶ．

KBFH = KH + (∀x¤A→¤∀xA)．
S4H = KH + (¤A→¤¤A) + (¤A→A)．
S4BFH = S4H + (∀x¤A→¤∀xA)．
S5H = S4H + (A→¤♦A)．

定理 39（KH，KBFH，S4H，S4BFH，S5Hの健全性，完全性）

KH ` F ⇐⇒ K |= F .
KBFH ` F ⇐⇒ KCD |= F .
S4H ` F ⇐⇒ S4 |= F .
S4BFH ` F ⇐⇒ S4CD |= F .
S5H ` F ⇐⇒ S5 |= F .

(証明) 健全性（=⇒）はいずれもヒルベルト流の証明図に関する帰納法で示される．完全性（⇐=）は
いずれもツリーシークエントの方法で示すことができる．次の節で S5についてだけ示す． (証明終)
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4.4 様相述語論理 S5の完全性
TS5はTS5propに ∀，∃に関する以下の規則（LKの規則にラベルを付けたもの）を加えたツリーシー
クエント計算体系である．

α : A[t/x], Γ L⇒ ∆

α : ∀xA, Γ L⇒ ∆
(∀左)

Γ L⇒ ∆, α : A[a/x]

Γ L⇒ ∆, α : ∀xA
(∀右)†

α : A[a/x], Γ L⇒ ∆

α : ∃xA, Γ L⇒ ∆
(∃左)†

Γ L⇒ ∆, α : A[t/x]

Γ L⇒ ∆, α : ∃xA
(∃右)

(†)（∀右,∃左規則の変数条件）aは (A,Γ ,∆)中に出現しない自由変数である．

TS5から cut規則を取り除いた体系を TS5−cutと呼ぶ．

定理 40（S5Hと TS5の同等性）

S5H ` F ⇐⇒ TS5 ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F .

(証明)

（=⇒) S5H ` F の証明図に関する帰納法による．定理 9，30を合わせればよい．
（⇐=) 定理 30と同様に次の事実を Γ L⇒ ∆の証明図に関する帰納法で示す：

TS5 ` Γ L⇒ ∆ ならば S5H ` ¤
(∧

(Γα1)→
∨

(∆α1)
)
∨ · · · ∨ ¤

(∧
(Γαn)→

∨
(∆αn)

)
．

ただし L = {α1, . . . , αn}．

∀と ∃以外の規則については定理 30で示されている．∀，∃については，次の規則が S5Hで使用可能で
あることを示して，それを使えばできる．

¤A ∨ ¤B1∨ · · · ∨¤Bn

A ∨ ¤B1∨ · · · ∨¤Bn
(n ≥ 0)

A ∨ ¤B1∨ · · · ∨¤Bn

¤A ∨ ¤B1∨ · · · ∨¤Bn
(n ≥ 0)

(A[t/x]∧B→C) ∨ D

(∀xA∧B→C) ∨ D

(B→C∨A[a/x]) ∨ D

(B→C∨∀xA) ∨ D
(aが A,B,C,D中に現われないとき)

(A[a/x]∧B→C) ∨ D

(∀xA∧B→C) ∨ D
(aが A,B,C,D中に現われないとき)

(B→C∨A[t/x]) ∨ D

(B→C∨∃xA) ∨ D

(証明終)

問題 41

上の証明中の「規則」が S5Hで使用可能であること（の方針）を示せ．

前節の S5飽和に，以下の条件を追加する．

（∀左条件） α : ∀xA ∈ Γ ならば，任意の項 tに対して α : A[t/x] ∈ Γ．
（∀右条件） α : ∀xA ∈ ∆ ならば，ある項 tに対して α : A[t/x] ∈ ∆．
（∃左条件） α : ∃xA ∈ Γ ならば，ある項 tに対して α : A[t/x] ∈ Γ．
（∃右条件） α : ∃xA ∈ ∆ ならば，任意の項 tに対して α : A[t/x] ∈ ∆．

補題 42
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Γ L⇒ ∆ が有限ツリーシークエントで TS5−cut 6` Γ L⇒ ∆ ならば，Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，
L ⊆ L+，TS5−cut 6` Γ+ L+

⇒ ∆+ なる S5飽和ツリーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+ が存在する．

(証明) 補題 10，33と同様． (証明終)

定理 43（TS5−cutの完全性）

左辺が空で右辺がひとつのラベル付き論理式からなる有限ツリーシークエント ( L⇒ λ : F ) が
TS5−cutで証明不可能ならば，S5 6|= F．

(証明) 定理 12，35 を合わせたような議論をすればよい． (証明終)

以上の定理 40，43 と S5Hの健全性（定理 39の（=⇒））合わせれば，S5Hの完全性やTS5のカット除
去，すなわち次が示される．

定理 44（S5H，TS5の完全性，健全性，カット除去）

次の四条件は同値である．(1) S5H ` F．(2) TS5 ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F．(3) TS5−cut `
{〈〉}⇒ 〈〉 : F．

(4) S5 |= F．

問題 45

S5Hにおけるバルカン式 ∀x¤A→¤∀xA の証明（の方針）を書け．
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5 様相２階命題論理 【この章 2015年 6月追加】

5.1 論理式
この章では以下の記号で論理式を構成する．

1. 命題記号．可算無限ある．p,q, . . .等で表す．

2. 変数記号．可算無限ある．x, y, . . .等で表す．（命題変数記号あるいは束縛命題変数記号と呼ぶべき
かもしれないが，ここでは単に変数記号と呼ぶことにする．）

3. 論理記号: >，⊥，∧，∨，→，¬．∀．∃．

4. 様相記号: ¤，♦.

擬論理式は次で定義される．

1. 命題記号，変数記号，>, ⊥ はそれぞれ擬論理式である．

2. A，Bが擬論理式ならば，次の六つ：(A∧B)，(A∨B)，(A→B)，(¬A)，(¤A)，(♦A) もそれぞれ
擬論理式である.

3. Aが擬論理式，xが変数記号ならば，次の二つ：(∀xA)，(∃xA)もそれぞれ擬論理式である．

以後 A,B などは擬論理式を指す．

擬論理式であって，変数記号が自由出現しない（つまり xは ∀xか ∃xの内側にしか存在しない）ものの
ことを論理式と呼ぶ．

以降 A[B/x]と書いたらこれは A中の変数記号 xのすべての自由出現をそれぞれ B に置き換えた結果
を表す（束縛されている xには触らない）．Bが論理式の場合はこの置き換えによって変数記号の新た
な束縛関係が発生することはない．Aが擬論理式で A中に自由出現する変数記号が xだけで B が論理
式ならば A[B/x]は論理式になる．

5.2 フレーム
可能世界の非空集合 W と，W 上の到達可能関係Ãと，W の部分集合を要素とする集合D （つまり，
D ⊆ P(W )，ただし P(W )はW のベキ集合）の組 〈W,Ã, D〉 を様相２階命題論理のクリプキ準フレー
ム，または単に準フレームと呼ぶ．Dを命題領域と呼ぶ．

F = 〈W, Ã, D〉 を準フレームとする．この準フレームにおける解釈 I とは各命題記号に Dの要素を割
り当てるものである．I によって命題記号 pに割り当てられる値を pI と書く．これはDの要素なので，
したがって pI ⊆ W である．準フレームと解釈を合わせたものを準モデルと呼ぶ．

準モデルM = 〈W, Ã, D, I〉 の命題領域 Dの各要素の名前を命題記号として加えた言語を「Dによる
名前拡張言語」と呼ぶ．名前も命題記号なので解釈 I でDの要素が割り当てられるが，これについては
いつでも自分自身を割り当てることにする．すなわちDの要素 δの名前が dであるとき dI = δとする．
「Dによる名前拡張言語の論理式X の，可能世界 w ∈ W における真理値（Trueか False）」をM(w,X)
と書く．これは次のように再帰的に定義される．
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M(w,p) = True ⇐⇒ w ∈ pI .

>,⊥,∧,∨,→,¬, ¤, ♦ は様相命題論理と同じ．

M(w, ∀xA) = True ⇐⇒ Dの任意の要素の名前 d に対してM(w,A[d/x]) = True.

M(w, ∃xA) = True ⇐⇒ Dのある要素の名前 d に対してM(w,A[d/x]) = True.

X が Trueになる可能世界全体の集合をM[X]と書き，これをX の成立範囲と言う．つまり

M[X] = {w ∈ W | M(w,X) = True}

である．命題記号の成立範囲はその解釈に一致し（つまりM[p] = pI），たとえば ∧は成立範囲の ∩で
ある（つまりM[A∧B] = M[A] ∩M[B]）．

準フレーム F = 〈W,Ã, D〉 が次の条件を満たすとき，これをフレームと呼ぶ．

どんな解釈によるどんな論理式の成立範囲も命題領域に属する．つまり任意の解釈 I と任意
の論理式 Aに対して，(〈W,Ã, D, I〉[A]) ∈ D.

Dが大きければこの条件は満たされやすくなる．たとえば D = P(W )ならば必ず満たされる．そのよ
うなフレーム 〈W,Ã,P(W )〉 のことを主フレームと呼び，主フレームから作られたモデルを主モデルと
呼ぶ（主モデルと対比させて，モデルのことを一般モデルと呼ぶ場合もある）．

F をフレームのある集まり，Aを論理式とする．このとき F中の任意のフレーム F に任意の解釈を付け
たモデルM = 〈W, Ã, D, I〉の任意の可能世界 w ∈ W でM(w,A) = True が成り立つことを（つまり
M[A] = W であることを）「Aは Fで恒真である」と言い

F |= A

と書く．フレームの集まりを次のように定義する．

K · · · すべてのフレームの集まり．
K+ · · · すべての主フレームの集まり．
S4 · · · すべての推移的反射的フレームの集まり．
S4+ · · · すべての推移的反射的な主フレームの集まり．
S5 · · · すべての推移的反射的対称的フレームの集まり．
S5+ · · · すべての推移的反射的対称的な主フレームの集まり．

問題 46

次を示せ．
（１） K |= ¤∀xA→∀x¤A．
（２） K |= ∀x¤A→¤∀xA.
（３） K+ |= ∃x

(
x ∧ ∀y(y → ¤(x → y))

)
．

なお様相１階述語論理（前章）では (2)の形の論理式がバルカン式と呼ばれ，定領域フレー
ムに対応しており，定領域でない Kや S4のフレームでは恒真ではなかった（S5では恒真）．
２階命題論理の場合はこの論理式は Kで恒真になる

問題 47
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（１） M = 〈W, Ã, D, I〉をモデル，AをDの名前拡張言語の論理式，pをA中に出現し
ない命題記号とする．そして I から pに対する解釈だけを変更した解釈を I ′とする（すな
わち pI 6= pI′

, かつ p以外の命題記号 qについては qI = qI′）．するとこの解釈変更は論理
式 Aに対しては影響を与えない，すなわちM′ = 〈W, Ã, D, I ′〉としたときM[A] = M′[A]
である．これを示せ．

（２） M = 〈W,Ã, D, I〉をモデルとし，P と Qは D の名前拡張言語の論理式でM上
で同値，すわなちM[P ] = M[Q]であるとする．AがDの名前拡張言語の擬論理式でA中
に x以外の変数記号が自由出現しないならば，ふたつの論理式 A[P/x]と A[Q/x]はM上
で同値，すなわちM[A[P/x]] = M[A[Q/x]]である．これを示せ．

5.3 ヒルベルト流体系
様相２階命題論理のヒルベルト流体系K2

Hを次で与える．これはKBFH（Kの様相１階述語論理にバ
ルカン式を公理として追加したもの）の量化記号を２階にしたものである．

以下の公理および推論規則の前提と結論はすべて（擬論理式でなく）論理式とする．さらに
公理中の A[B/x]に書かれた B 自身も単独で論理式になっているとする．

公理：
>, ¬⊥, A→(B→A), (A→(B→C))→((A→B)→(A→C)), A→(B→(A∧B)), (A∧B)→A,
(A∧B)→B, A→(A∨B), B→(A∨B), (A→C)→((B→C)→((A∨B)→C)),
(A→B)→((A→¬B)→¬A), ∀xA→(A[B/x]), (A[B/x])→∃xA, ¬¬A→A. ¤(A→B) → (¤A→¤B)，
♦A↔¬¤¬A．∀x¤A→¤∀xA.

規則
A→B A

B
(modus ponens)

A→(B[p/x])
A→∀xB

(∀)
(B[p/x])→A

∃xB→A
(∃)

A
¤A

(necessitation)

ただし ∀と ∃の規則は次の条件が満たされているときのみ使用可能である．

（∀,∃規則の変数条件）pは A,B 中に出現しない命題記号である．

K2
Hに次のように公理を加えた体系をそれぞれ S42

H，S52
H と呼ぶ．

S42
H = K2

H + (¤A→¤¤A) + (¤A→A)．
S52

H = S42
H + (A→¤♦A)．

なお S52
Hでは ∀x¤A→¤∀xAが他の公理から証明できるので，これを公理から取り除いてもよい（問題

45参照）．

定理 48（K2
H，S42

H，S52
Hの健全性）

K2
H ` F =⇒ K |= F .

S42
H ` F =⇒ S4 |= F .

S52
H ` F =⇒ S5 |= F .
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(証明) 証明図に関する帰納法で示される．量化記号に関する公理と規則の部分で問題 47が使われる．
(証明終)

5.4 ツリーシークエント計算
様相２階命題論理のシークエント計算体系を与える．これは前章の様相１階述語論理の体系の量化記号
を２階にしたものである．

TK2は以下の公理と推論規則で有限ツリーシークエントを証明する体系である．なおヒルベルト流体系
のときと同様に，ここに登場するものはすべて（擬論理式でなく）論理式とする．

公理：次の３種類の形のツリーシークエント

α : A
L⇒ α : A

L⇒ α : > α : ⊥ L⇒

推論規則：

α : A, α : B, Γ L⇒ ∆

α : A∧B, Γ L⇒ ∆
(∧左)

Γ L⇒ ∆, α : A Γ L⇒ ∆, α : B

Γ L⇒ ∆, α : A∧B
(∧右)

α : A, Γ L⇒ ∆ α : B, Γ L⇒ ∆

α : A∨B, Γ L⇒ ∆
(∨左)

Γ L⇒ ∆, α : A, α : B

Γ L⇒ ∆, α : A∨B
(∨右)

Γ L⇒ ∆, α : A α : B, Γ L⇒ ∆

α : A→B, Γ L⇒ ∆
(→左)

α : A, Γ L⇒ ∆, α : B

Γ L⇒ ∆, α : A→B
(→右)

Γ L⇒ ∆, α : A

α : ¬A, Γ L⇒ ∆
(¬左)

α : A, Γ L⇒ ∆

Γ L⇒ ∆, α : ¬A
(¬右)

β : A, Γ L⇒ ∆

α : ¤A, Γ L⇒ ∆
(¤左)(条件 1)

Γ L⇒ ∆, β : A

Γ
L−{β}⇒ ∆, α : ¤A

(¤右)(条件 2)

β : A, Γ L⇒ ∆

α : ♦A, Γ
L−{β}⇒ ∆

(♦左)(条件 2) Γ L⇒ ∆, β : A

Γ L⇒ ∆, α : ♦A
(♦右)(条件 1)

α : A[B/x], Γ L⇒ ∆

α : ∀xA, Γ L⇒ ∆
(∀左)(条件 3)

Γ L⇒ ∆, α : A[p/x]

Γ L⇒ ∆, α : ∀xA
(∀右)(条件 4)

α : A[p/x], Γ L⇒ ∆

α : ∃xA, Γ L⇒ ∆
(∃左)(条件 4)

Γ L⇒ ∆, α : A[B/x]

Γ L⇒ ∆, α : ∃xA
(∃右)(条件 3)

Γ L⇒ ∆

α : A, Γ L⇒ ∆
(weakening 左)(注意 5) Γ L⇒ ∆

Γ L⇒ ∆, α : A
(weakening 右)(注意 5)

Γ L⇒ ∆

Γ
L∪{α}⇒ ∆

(weakening ラベル)(注意 6)

Γ L⇒ ∆, α : A α : A,Γ L⇒ ∆

Γ L⇒ ∆
(cut)
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ただし各規則の適用条件および注意は以下の通りである．

(条件 1)（¤左,♦右規則のラベル条件）α は β の親である．

(条件 2)（¤右,♦左規則のラベル条件）α は β の親であり，かつ β は L 内の葉であって
Γ ,∆中には現われない．

(条件 3)（∀左,∃右規則の条件）B は論理式である．

(条件 4)（∀右,∃左規則の変数条件）pは (A,Γ ,∆)中に出現しない命題記号である．

(注意 5) α ∈ L．

(注意 6) L ∪ {α} は木である．

前章までと同様に（TS52は少し変えるが）TK2の¤と ♦に関する規則の条件をそれぞれ以下のように
変化させた体系を TS42および TS52と呼ぶ．

TS42

(条件 1)（¤左,♦右規則のラベル条件）α ¹ β．

ただし ¹はノードの親子関係の反射推移閉包である．

TS52

(条件 1)（¤左と ♦右規則のラベル条件）α ∈ L．

それぞれから cut規則を取り除いた体系を TK2
−cut, TS42

−cut, TS52
−cutと呼ぶ．

（注意）２階論理の場合は cut規則以外も通常の subformula propertyを満たさない．たとえばどんなに
複雑な論理式 B に対しても次の推論が可能である．

α : B, Γ L⇒ ∆

α : ∀x.x, Γ L⇒ ∆
(∀左)

定理 49（ヒルベルト流とツリーシークエントとの同等性）

K2
H ` F ⇐⇒ TK2 ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F .

S42
H ` F ⇐⇒ TS42 ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F .

S52
H ` F ⇐⇒ TS52 ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F .

(証明) 前章までに方法と同じにやればよい．たとえばKの (⇐)は次から示される．

TK2 ` Γ L⇒ ∆ ならばK2
H ` [[Γ L⇒ ∆]]〈〉

これを TK2の各規則について示すのだが，たとえば (∀右)に対応して

A → (B ∨ ¤(C → D ∨ ¤(D → E ∨ F [p/x])))
A → (B ∨ ¤(C → D ∨ ¤(D → E ∨ ∀xF )))

（ただしpは下式に出現しない）といった導出をK2
Hの中で行う必要がある．このために公理∀x¤A→¤∀xA

や，次の論理式が証明できることを用いる：∀x(A→B) → (A→∀xB), ∀x(A∨B) → (A∨∀xB). （ただ
し xは A中に自由出現しない）． (証明終)
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5.5 完全性
ここではカット規則有りの体系の完全性を示す．以前と同様に無限ツリーシークエントを扱う．無限ツ
リーシークエントが証明可能とはある有限部分が証明可能なことである．

Γ L⇒ ∆が以下のすべての条件を満たすとき，これを極大・∃♦証拠付ツリーシークエントと呼ぶ．

（極大条件） 任意の論理式 Aおよび Lに登場する任意のノード αに対して，(α : A) ∈
(Γ ∪ ∆)．すなわちどんな論理式も各ノードで左辺か右辺には必ず入る．
（¤右条件） (α : ¤A) ∈ ∆ ならば，L内の αのある子 β に対して (β : A) ∈ ∆．
（♦左条件） (α : ♦A) ∈ Γ ならば，L内の αのある子 β に対して (β : A) ∈ Γ．
（∀右条件） (α : ∀xA) ∈ ∆ ならば，ある論理式 B に対して (α : A[B/x]) ∈ ∆．
（∃左条件） (α : ∃xA) ∈ Γ ならば，ある論理式 B に対して (α : A[B/x]) ∈ Γ．

このような Γ L⇒ ∆はノード数は有限の場合と無限の場合があるだろうけれども，各ノードに入ってい
る論理式数は極大条件から必ず無限である．

補題 50

T2はTK2,TS42,TS52のどれかとする．Γ L⇒ ∆ が有限ツリーシークエントでT2 6` Γ L⇒ ∆
ならば，Γ ⊆ Γ+，∆ ⊆ ∆+，L ⊆ L+，T2 6` Γ+ L+

⇒ ∆+ なる極大・∃♦証拠付ツリーシーク
エント Γ+ L+

⇒ ∆+ が存在する．

(証明) 以前と同様に，すべてのラベル付き論理式がそれぞれ無限回出現する列をひとつ作りそれを

λ1 : F1, λ2 : F2, . . .

とする．そして有限ツリーシークエントの無限列 Γi
Li⇒ ∆i (i = 0, 1, . . .) で各 iについてT2 6` Γi

Li⇒ ∆i

であるものを，iに関して帰納的に以下で定義する．

• i = 0 のとき．(Γ0
L0⇒ ∆0) ≡ (Γ L⇒ ∆) とする．

• T2で証明不可能な Γk−1
Lk−1⇒ ∆k−1 がすでに定義されているときに，それを次の手続きで拡張し

て Γk
Lk⇒ ∆k を作る．

(1) λk が木 Lk−1 の中のノードではない場合は拡張しない．

(2-1) λk が木 Lk−1 の中のノードである場合．まず Γk−1
Lk−1⇒ ∆k−1 の左辺か右辺のどちらかに

λk : Fk を加える．どちらに加えるかは証明不可能性が保たれる方を選ぶ．cutがあるのでどちら
かは証明不可能である．

(2-2) λk : Fk が λk : ¤Aという形で (2-1)でこれを右辺に加えた場合，および λk : Fk が λk : ♦A

という形で (2-1)でこれを左辺に加えた場合．このときは λk の新しい子 β を木に加え，β : Aを
右辺か左辺の対応する方に加える．¤右規則や ♦左規則があるので証明不可能性は保たれる．

(2-3) λk : Fkがλk : ∀xAという形で (2-1)でこれを右辺に加えた場合，およびλk : Fkがλk : ∃xAと
いう形で (2-1)でこれを左辺に加えた場合．このときは新しい命題記号pを持って来て，λk : A[p/x]
を右辺か左辺の対応する方に加える．∀右規則や ∃左規則があるので証明不可能性は保たれる．

そしてこの「極限」を求めるツリーシークエントとする，すなわち (Γ+ L+

⇒ ∆+) ≡ ((
∪∞

i=0 Γi)
S∞

i=0 L
⇒ (

∪∞
i=0 ∆i)).

とする． (証明終)

問題 51
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上で定義した Γ+ L+

⇒ ∆+ が求める条件を満たしていることを示せ．

補題 52

Γ L⇒ ∆は極大・∃♦証拠付ツリーシークエントであるとする．TK2 6` Γ L⇒ ∆であるならば，
次の条件が成り立つ．

（∧左条件） (α : A∧B) ∈ Γ ならば (α : A) ∈ Γ かつ (α : B) ∈ Γ．
（∧右条件） (α : A∧B) ∈ ∆ ならば (α : A) ∈ ∆ または (α : B) ∈ ∆．
（[∨, →, ¬][左／右]条件）（2.5 節参照）
（¤左条件） (α : ¤A) ∈ Γ ならば，L内のαの任意の子 βに対して (β : A) ∈ Γ．
（♦右条件） (α : ♦A) ∈ ∆ならば，L内のαの任意の子 βに対して (β : A) ∈ ∆．
（∀左条件） (α : ∀xA) ∈ Γ ならば，任意の論理式Bに対して (α : A[B/x]) ∈ Γ．
（∃右条件） (α : ∃xA) ∈ ∆ならば，任意の論理式Bに対して (α : A[B/x]) ∈ ∆．

さらに TS42 6` Γ L⇒ ∆であるならば，次の条件が成り立つ．

（S4のための¤左条件） (α : ¤A) ∈ Γ ならば，α ¹ βなる L内の任意のラベ
ル β に対して (β : A) ∈ Γ．
（S4のための ♦右条件） 同様（3.4節参照）

さらに TS52 6` Γ L⇒ ∆であるならば，次の条件が成り立つ．

（S5のための¤左条件） (α : ¤A) ∈ Γ ならば，L内の任意のラベル βに対し
て (β : A) ∈ Γ．
（S5のための ♦右条件） 同様（3.4節参照）

(証明) たとえば S5のための ¤左条件は，TS52 ` α : ¤A
L⇒ β : A であることと極大性から言える．

他も同様． (証明終)

定理 53（TK2,TS42,TS52の完全性）

T2は TK2,TS42,TS52のどれかとする．左辺が空で右辺がひとつの論理式からなる根だけ
のツリーシークエント (

{〈〉}⇒ 〈〉 : F ) が T2で証明不可能ならば，あるモデルのある可能世界
でその右辺の論理式 F が Falseになる．TS42,TS52の場合は，そのモデルはそれぞれ「推移
反射的」,「推移反射対称的」になる．

(証明) T2 6` (
{〈〉}⇒ 〈〉 : F ) とする．このとき補題 50,52により，T2で証明不可能な極大・∃♦証拠付ツ

リーシークエント Γ+ L+

⇒ ∆+が存在し，(〈〉 : F ) ∈ ∆+ であり，さらにこれは補題 52に示された条件を
満たす．ここで各論理式Aに対して，この Γ+ L+

⇒ ∆+の中でAが左辺に入っているノード（のラベル）
全体のことを Aの左存在範囲と呼び，これを [[A]]左 と表記する．つまり

[[A]]左 = {α ∈ L+ | (α : A) ∈ Γ+}

である．そして準フレーム 〈W,Ã, D〉を次で定義する．

• W = L+ （つまりラベルを可能世界とする）．

• TK2の場合はÃ は L+上の親子関係．TS42の場合はÃは親子関係の反射推移閉包．TS52の場
合はÃすべてのラベル間に関係付ける．
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• 命題領域は論理式の左存在範囲になっているもの全体，つまり

D = {d ⊆ L+ |ある論理式 Aがあって d = [[A]]左}.

ここで最終目標は次の２点を示すことである．

（目標１）この準フレームはフレームになっている．
（目標２）このフレームにある解釈を載せると，ある可能世界で論理式 F （最初の右辺に
あったもの）が Falseになる．

このための準備をする．この準フレーム 〈W,Ã, D〉上の解釈 I が与えられたとする．命題記号に論理式
を割り当てる写像が，pに「pI のすべての左辺にちょうど含まれるある論理式」を割り当てていると
き，これを解釈 I が引き起こす写像と言うことにする．すなわち解釈 I が引き起こす写像 f とは，

(＊) 任意の命題記号 pに対して pI = [[f(p)]]左

を満たす fのことである．一般に論理式X中の命題記号のすべての出現p1, . . . ,pnをそれぞれ f(p1), . . .,
f(pn)に置き換えて得られる論理式をXf と書く．

ここで次を示せば先述の目標が示される．

上記の準フレームに任意の解釈を載せた準モデルM = 〈W,Ã, D, I〉と，I が引き起こした
写像になっている任意の f と，任意の論理式X に対して，次が成り立つ．

(☆) M[X] = [[Xf ]]左. （つまりX の成立範囲とXf の左存在範囲は一致する）

これと D の定義から目標１は示される．また各命題記号 pに [[p]]左 を割り当てる解釈 I0 を考えると，
f0(p) = p なる恒等写像 f0 はこの解釈 I0 が引き起こす写像になり，Xf0 = X である．したがって
I = I0, f = f0, X = F で (☆)を考えるとM[F ] = [[F ]]左 となり，[[F ]]左 に根 〈〉が入らないこと（これ
は Γ+ L+

⇒ ∆+ の証明不可能性から言える）から目標２が示される．

ところで (☆)は次の２条件が任意の αについて成り立つことと同値である．

(☆-1) (α : Xf ) ∈ Γ+ ならばM(α,X) = True．
(☆-2) (α : Xf ) 6∈ Γ+ ならばM(α,X) = False．

さらに Γ+ L+

⇒ ∆+ の極大条件と証明不可能性から次の２条件とも同値である．

(☆-1) (α : Xf ) ∈ Γ+ ならばM(α,X) = True．
(★-2) (α : Xf ) ∈ ∆+ ならばM(α,X) = False．

そこで後は ☆-1,★-2 をX の長さに関する帰納法で同時に証明する．

• X が命題記号のときは (＊)から (☆)が明らかに成り立つ．

• X ≡ A∧B で (α : Xf ) ∈ Γ+ のとき．
(α : Af∧Bf ) ∈ Γ+ =⇒ (α : Af ) ∈ Γ+ かつ (α : Bf ) ∈ Γ+ （∧左条件）

=⇒ M(α,A) = True かつM(α,B) = True （帰納法の仮定）
=⇒ M(α,A∧B) = True
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• X ≡ ∀xA で (α : Xf ) ∈ Γ+ のとき．
Dの任意の要素 dの名前 dに対してM(α,A[d/x]) = True を示す．Dの定義から dのすべての左
辺にちょうど含まれる論理式が存在するので，それをBとする．つまり d = [[B]]左である．Af 中
に現れない命題記号 pを持ってくる．そして I から pに対する解釈だけを変更して pI′

= d とし
た新しい解釈 I ′ を考え，M′ = 〈W,Ã, D, I ′〉とする．さらに f から pに対する写像値だけを変
更して f ′(p) = B とした新しい写像 f ′ を考えると，f ′ は I ′ が引き起こした写像になっている．
(α : (∀xA)f ) ∈ Γ+ =⇒ (α : ∀x(Af )) ∈ Γ+

=⇒ (α : Af [B/x]) ∈ Γ+ （∀左条件）
=⇒ (α : Af [p/x][B/p]) ∈ Γ+

=⇒ (α : (A[p/x])f ′
) ∈ Γ+

=⇒ M′(α,A[p/x]) = True （A[p/x]およびM′ に対する帰納法の仮定）
=⇒ M′(α,A[d/x]) = True （問題 47(2)）
=⇒ M(α,A[d/x]) = True （問題 47(1)）

• 他の場合も同様．

(証明終)

5.6 カット除去
前章までと同じ方法で cut規則のない体系の完全性を示すことを試みる．まず補題 50,52に相当する次
が得られる．

補題 54

T2
−cutは TK2

−cut,TS42
−cut,TS52

−cutのどれかとする．Γ L⇒ ∆ が有限ツリーシークエントで
T2

−cut 6` Γ L⇒ ∆ ならば，これを証明不可能なまま拡張した Γ+ L+

⇒ ∆+ で，すべての [∧, ∨,
→, ¬, ¤, ♦, ∀, ∃][左, 右]条件が（S4や S5は対応する条件も含めて）成り立つものがある．

これを使って定理 53をの cut-free版を示す．

定理 55（TK2
−cut,TS42

−cut,TS52
−cutの完全性）

T2
−cutはTK2

−cut,TS42
−cut,TS52

−cutのどれかとする．左辺が空で右辺がひとつの論理式から
なる根だけのツリーシークエント (

{〈〉}⇒ 〈〉 : F ) が T2
−cutで証明不可能ならば，あるモデルの

ある可能世界でその右辺の論理式 F が Falseになる．TS42,TS52の場合は，そのモデルはそ
れぞれ「推移反射的」,「推移反射対称的」になる．

(証明) 定理 53の証明と同じ流れで行う．ただし極大条件がないので (★-2)から (☆-2)が導けない
ので，Dの定義や (☆)を工夫する．

Γ+ L+

⇒ ∆+の中で Aが右辺に入っていないノード（のラベル）全体のことをAの右非存在範囲と呼び，
これを [[A]]右 と表記する．つまり

[[A]]右 = {α ∈ L+ | (α : A) 6∈ ∆+}
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である．そして
[[A]]左 ⊆ S ⊆ [[A]]右

となる Sのことを Aと整合する集合と呼ぶことにする．Γ+ L+

⇒ ∆+の証明不可能性から，必ず [[A]]左 ⊆
[[A]]右 なので，たとえば [[A]]左 自身は Aと整合する集合である．これを用いて命題領域 D を次で定義
する．

D = {d ⊆ L+ |ある論理式 Aがあって [[A]]左 ⊆ d ⊆ [[A]]右}.

可能世界と到達可能関係は定理 53の証明と同じである．「f は解釈 I が引き起こす写像である」の定義
は次に変える．

任意の命題記号 pに対して [[f(p)]]左 ⊆ pI ⊆ [[f(p)]]右.

そして次を示す．

上記の準フレームに任意の解釈を載せた準モデルM = 〈W,Ã, D, I〉と，I が引き起こした
写像になっている任意の f と，任意の論理式X に対して，次が成り立つ．

(★) [[Xf ]]左 ⊆ M[X] ⊆ [[Xf ]]右. （つまりX の成立範囲はXf と整合する）

これは次の２条件が任意の αについて成り立つことと同値である．

(☆-1) (α : Xf ) ∈ Γ+ ならばM(α,X) = True．
(★-2) (α : Xf ) ∈ ∆+ ならばM(α,X) = False．

あとは定理 53の証明と同様にこれを示せばよい． (証明終)

以上の定理 48,49,(53,) 55から次が示されたことになる．

定理 56（完全性，健全性，カット除去）

K |= F ⇐⇒ K2
H ` F ⇐⇒ TK2 ` {〈〉}⇒ 〈〉 : F ⇐⇒ TK2

−cut `
{〈〉}⇒ 〈〉 : F .

S4, S5 についても同様．

{〈〉}⇒ 〈〉 : F でなく一般のツリーシークエントに対して議論をすれば，同様に次も得られる．

定理 57（完全性，健全性，カット除去）

K |= [[Γ L⇒ ∆]]〈〉 ⇐⇒ K2
H ` [[Γ L⇒ ∆]]〈〉 ⇐⇒ TK2 ` Γ L⇒ ∆ ⇐⇒ TK2

−cut ` Γ L⇒ ∆.
S4, S5 についても同様．

なお本節で説明した証明は，古典２階（高階）述語論理のカット除去定理の意味論的証明方法として知
られているもののアレンジ（のはず）である．

5.7 主モデルに対応する公理系について
文献 [Fine]に次のことが述べられている（しかし詳細な証明は載っていない，証明を知りたいのだが
· · ·）.
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（１）S52
Hに問題 46(3)の式 ∃x

(
x ∧ ∀y(y → ¤(x → y))

)
（これをMと呼ぶことにする）

を公理として加えた体系は S5+に対して完全である．つまり，S5+ |= A ⇐⇒ S52
H+M ` A

（２）他方 K+や S4+に対して完全になるような公理系は存在しない．（K+や S4+で恒真な
論理式全体は REでない）．

ここでは，公理Mが S52
Hでは証明できないことだけを示す．なお TS52のラベルはノードの異同を表

す意味しかないので，以下ではノードの親子関係は無視して議論する．

補題 58

TS52に次の推論規則 (♥)を加えても証明できるツリーシークエントは増えない．

α : A, α : p, β : A, Γ L⇒ ∆, β : p

α : A, Γ
L−{β}⇒ ∆

(♥)(適用条件：下式にラベル β も命題記号 pも現れない)

(証明) 上式が TS52で証明可能ならば下式も証明可能であることを示せばよい．これには，定理 57
から，上式を [[]]〈〉 で論理式に変換したものが S5で恒真ならば下式もそうであることを示せばよい．下
式の論理式変換結果がある S5モデルで Falseとする．その中の α（に対応する世界）で Aが Trueであ
る．このモデルに αのコピーである新しい世界 βを付け加え，命題記号 pについては αでは True，βで
は Falseにすれば，このモデルで上式が Falseになる． (証明終)

定理 59

論理式 M: ∃x
(
x ∧ ∀y(y → ¤(x → y))

)
は S52

Hでは証明できない．

(証明) Mを Falseにする S5モデルを示す．すると定理 56から証明不可能性が言える．

前補題から体系TS52+(♥)はTS52と証明能力が変わらないので，証明できないシークエント（たとえ
ば {〈〉}⇒ 〈〉 : ⊥）がある．それを元に補題 50の証明をTS52+(♥)に対して適用して，補題 50の条件だけ
でなく次の条件も同時に満たす Γ+ L+

⇒ ∆+ を作る．

(〈〉 : A) ∈ Γ+となるどんな論理式Aに対してもあるラベル βとある命題記号 pが存在して，
(〈〉 : p) ∈ Γ+, (β : A) ∈ Γ+, (β : p) ∈ ∆+．

これを元にして定理 53の証明を行えば，出来上がったモデル 〈W,Ã, D, I0〉の「根」の世界 〈〉で論理式
Mが Falseになる． (証明終)
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