
平成 29年度 第 2Q 確率論基礎 試験問題 平成 29年 8月 3日（木）

（担当: 三好）

(講義の要点をA4の紙 2枚以内にまとめたものの持ち込み可)

以下，P，E，Var はそれぞれ確率，期待値，分散を表すものとする．

I. X をパラメータ λ (> 0) の指数分布にしたがう確率変数とする．すなわち，X の

確率密度関数を fX とすると，

fX(x) =

{

λ e−λx, x ≥ 0,

0, x < 0.

Y = ⌊X⌋，Z = X − Y とする．ただし，⌊x⌋ は x 以下の最大の整数を表す．

(i) Y の確率質量関数を求めなさい．

(ii) x ∈ [0, 1) に対して P(Z ≤ x) = P(X ≤ x | X ≤ 1) が成り立つことを示しな

さい．

(iii) Y と Z が互いに独立であることを示しなさい．

II. N0 を非負整数の集合，R+ を非負実数の集合とする．非負整数値をとる確率変数 X

と実数 p ∈ (0, 1) に対して次の 2つの命題を考える．

(A) X は P(X = k) = (1− p)k p, k = 0, 1, 2, . . ., を満たす．

(B) g(0) = 0 を満たす N0 から R+ への関数 g に対して次の等式が成り立つ．

E[g(X)] = (1− p)E[g(X + 1)]

(i) (A) から (B) が導かれることを示しなさい．

(ii) (B) から (A) が導かれることを示しなさい [ヒント: 適当な関数 g を選ぶ]．

III. 確率変数列 X1, X2, . . .は，同一かつ有限の期待値 µ と同一かつ有限の分散 σ2
を

もち，その共分散は Cov(Xi, Xj) =
σ2

2|j−i|
を満たす．確率変数列 Y1, Y2, . . .を以下

で定義する．

Yn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
, n = 1, 2, . . .

(i) E(Yn) を求めなさい (n, µ, σ, またはその一部を用いて表しなさい)．

(ii) Var(Yn) を求めなさい (n, µ, σ, またはその一部を用いて表しなさい)．

(iii) Yn, n = 1, 2, . . ., が µ に確率収束することを示しなさい．



解答例

I. (i) k = 0, 1, 2, . . . に対して，

P(Y = k) = P(k ≤ X < k + 1) = e−λk − e−λ(k+1) = (1− e−λ) e−λk.

すなわち，パラメータ 1− e−λ
の幾何分布である．

(ii) 全確率の公式 (分割公式) より，x ∈ [0, 1) に対して，

P(Z ≤ x) =
∞
∑

k=0

P(Y = k, Z ≤ x) =
∞
∑

k=0

P(k ≤ X ≤ k + x)

=
∞
∑

k=0

(e−λk − e−λ(k+x)) = (1− e−λx)
∞
∑

k=0

e−λk =
1− e−λx

1− e−λ
=

P(X ≤ x)

P(X ≤ 1)
.

(iii) k = 0, 1, 2, . . ., x ∈ [0, 1) に対して，

P(Y = k, Z ≤ x) = P(k ≤ X ≤ k + x) = e−λk − e−λ(k+x) = (1− e−λx) e−λk

= (1− e−λ) e−λk ×
1− e−λx

1− e−λ
= P(Y = k)P(Z ≤ x).

II. (i) g(0) = 0 に注意して，

E[g(X)] =

∞
∑

k=1

(1− p)k p g(k) =

∞
∑

k=0

(1− p)k+1 p g(k + 1) = (1− p)E[g(X + 1)].

(ii) k = 1, 2, . . . に対して g(x) = 1{k}(x) =

{

1, x = k

0, x 6= k
とすると，(B) より，

P(X = k) = (1− p)P(X = k − 1).

これより，P(X = k) = (1−p)k P(X = 0)であり，これは k = 0のときも成立.
∞
∑

k=0

P(X = k) = P(X = 0)

∞
∑

k=0

(1− p)k =
P(X = 0)

p
= 1

より P(X = 0) = p．よって，P(X = k) = (1− p)k p, k = 0, 1, 2, . . ..

III. (i) 期待値の線形性より，

E[Yn] =
1

n

n
∑

i=1

E[Xi] = µ.

(ii) Xi, Xj (i 6= j) が互いに独立ではないことに注意する．

Var(Yn) =
1

n2
Var

(

n
∑

i=1

Xi

)

=
1

n2

{

n
∑

i=1

Var(Xi) + 2

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

Cov(Xi, Xj)
}

=
σ2

n2

(

3n− 4 +
1

2n−2

)

.

(iii) チェビシェフの不等式 (マルコフの不等式) と (ii) の結果から，

P(|Yn − µ| > ǫ) = P((Yn − µ)2 > ǫ2) ≤
Var(Yn)

ǫ2
→ 0 (n → ∞).


