
代数系

鈴木　咲衣

2019年 11月 30日





3

目次

第 1章 イントロダクション 5

1.1 成績の付け方 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 参考文献 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 授業の概要 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.4 授業の目標 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.5 学びの進め方 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.6 授業の進め方 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.7 授業の進め方の意義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.8 チェックイン（グループワーク）とちょっと本論 . . . . . . . . . . . . . 6

1.9 フィードバック . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

第 2章 整数の基本的性質 7

2.1 数の起こり . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3 最大公約数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4 ユークリッドの互除法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.5 一次不定方程式（拡張ユークリッドの互除法） . . . . . . . . . . . . . . 10

第 3章 素数を拾う 13

3.1 素数と素因数分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2 エラトステネスの篩 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.3 素数を判定する . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.4 素数の「個数」 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.5 素数を捕まえる . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

第 4章 ウィルソンの定理と合同式 15

4.1 ウィルソンの定理（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

4.2 合同式（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4.3 同値関係と商集合（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4.4 商集合 Zm（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.5 フェルマーテストとカーマイケル数（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.6 一次不定方程式の証明（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.7 ウィルソンの定理の証明（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20



4 目次

第 5章 群という見方 23

5.1 半群、モノイド、群（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5.2 群の生成元（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5.3 Zm の場合（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.4 群の左剰余類，正規部分群と剰余群（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.5 群の準同型（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.6 直積群と有限アーベル群の基本定理（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

第 6章 環と体という見方 29

6.1 環と体（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.2 イデアルと剰余環（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6.3 環の準同型（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6.4 剰余環 Zm と体（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.5 ウィルソンの定理再訪（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

第 7章 まとめともろもろ 33

7.1 素数の特徴付け：集合・群・環・体それぞれからの見方 . . . . . . . . . 33

7.2 オイラーの定理とフェルマーの小定理（♦） . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.3 メビウスの関数（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

7.4 命題 5.3.3 (2)：(Zp)
× が巡回群であることの証明 . . . . . . . . . . . . 36

第 8章 群と対称性 39

8.1 群の作用（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

8.2 巡回群 Zm の作用（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

8.3 対称群（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

8.4 可解群（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

第 9章 多項式と環 43

9.1 多項式環（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

9.2 ユークリッド整域, 単項イデアル整域, 一意分解整域（♣） . . . . . . . . 45

第 10章 体とガロア理論 47

10.1 体の拡大（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

10.2 代数学の基本定理と分解体（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

10.3 ガロア群（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

10.4 代数方程式（♣） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

10.5 円分多項式（♦） . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



5

第 1章

イントロダクション

（第一回・12/2）（第二回・
12/5）

日付はただの目安です。

1.1 成績の付け方

この列はメモ用。

講義と演義の割合７：３で成績をつける．講義の成績は試験（中間・期末）とレポート
の点数でつけます．

講義の素点＝min
{
70,

7

10

(
試験（100点満点）＋レポート（ひとつ 5点満点）

)}
レポート問題は冒頭に概略を完結に述べ（1ページ以内）, 詳細はそれに続けて記述する
こと．練習のために概略を授業で簡潔に発表する時間も取れます．

1.2 参考文献
いろいろある．各自で自分にあった本を探すのが好ましい．以下は参考．

• 整数と郡・環・体（河田直樹）
• 環と体の理論（酒井文雄）
• 代数入門（掘田良之）
• 代数学入門（石田信）
• 代数演習（横井英夫/硲野敏博）
• 数学する身体（森田真生）
• 授業資料
http://http://www.is.c.titech.ac.jp/~sakie/sakietech/

1.3 授業の概要
概要：目次で説明．（♣）は抽象代数学, （♦）は巡回群 Zn を用いた具体例やウィルソ
ンの定理にまつわる話．

1.4 授業の目標
• 素数に親しむ
•「ウィルソンの定理」を理解する
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• 巡回群 Zm を「群」「環」「体」の 3つの枠組みで理解する
• 群、環、体の枠組みの必然性や、どう自然な概念なのかを理解する

– 群：対称性を記述する道具このあたり授業を進めながら
一緒に考える。レポートにす
るかも。

– 環：?（群の拡張だから何らかの対称性を記述するけど）

歴史を知るのも楽しい。

– 体：?（いろんな視点で存在意義を言葉にできたら良い）
• ガロア理論の概観（なぜ 5次方程式は解の公式がないのか）

1.5 学びの進め方
ICEモデルに沿って行う（後々やりながら説明していく）．出来てしまうと意識しない

ことが多いと思うけど、なん
となく学ぶのではなく、それ
ぞれの学びの段階を意識す
る。それを OUTPUT する。
共有する。フィードバック
する。

• Ideas (基礎的知識を学習する)

• Connections (学びを繋げる)　
• Extensions (広げて応用していく)　

I（アイデア）のみの講義は，頑張って知識を得ても，後から振り返ると結局何だった
んだろう？となりやすい．いろいろな学びにつなげて発展させていけると良い（結構頭
使う）．

1.6 授業の進め方
(1) 復習 （～15min）
(2) 資料を使ってスライドで説明する（30～40min）
(3) 演習問題（グループワーク）（20～30min）前の大学ではみんなで散歩に

行ってました。 (4) フィードバック（～15min）← 配ったプリントで説明

1.7 授業の進め方の意義
•「講義 vsノートを取る」という構図は（私が）辛い慣れたやり方から一回脱出し

てみる。→ 新たな発見があ
るかも。

• グループワークで他人や自分と対話する機会を作りたい
• せっかく人が集まるんだから干渉しやすい場にしたい（無理に干渉しなくても良い）
• 代数の応用（特に情報系で）を知りたい

クリエイティブな場所になる
といいです。

1.8 チェックイン（グループワーク）とちょっと本論
自己紹介．この授業に期待すること．他の科目との関係性とかも踏

まえて。

1.9 フィードバック
今日したこと．感じたこと．発想．
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第 2章

整数の基本的性質

2.1 数の起こり
Henri Poincaré：水源は不明でもやはり川は流れている 河田 p4

2.2 数
あとでそれぞれを群、環、体
の枠組みで捉えなおす予定。– 自然数 N = {1, 2, 3, . . .} 　（加と乗の構造）

– 整数 Z = {0,±1,±2,±3, . . .}　（加減と乗の構造）
– 正の有理数 Q≥0 = {0, ab | a, b ∈ N}　（加と乗余の構造）
– 有理数 Q = {0,±a

b | a, b ∈ N}　（加減乗余の構造）
– 無理数 R \Q
– 実数 R = (R \Q) ∪Q　（加減乗余の構造）
– 複素数 C　（加減乗余の構造）

上で自然数，整数，有理数の定義はできているが，実数と無理数は定義にはなっていない．
無理数が定義できれば実数は有理数と無理数の和集合として定義できる．これは解析学の
はじまりで，結構面白い．

2.3 最大公約数
ここからはしばらく整数 Zに注目する．

定義 2.3.1. m,n ∈ Z \ {0}を 0でない整数とする．

– mは nを割り切る（nはmで割り切れる）とき, m|nと表す.

– mと nを同時に割り切る自然数を最大公約数という．
– mと nを同時に割り切る最大の自然数を最大公約数といい，(m,n)とかく．
– mと nで同時に割り切れる自然数を公倍数という．
– m と n で同時に割り切れる最小の自然数を最小公倍数という．これは mn

(m,n) で
ある．

– (m,n) = 1のとき，mと nは互いに素という．
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定理 2.3.2. m,n, q, r ∈ Z \ {0}に対して

m = nq + r

が成り立つとする．このとき nとmの公約数は nと r の公約数である．また，逆も成り
立つ．とくに (m,n) = (n, r).

Proof. dを nとmの公約数とすると，r = m− nq も dで割り切れる．よって dは nと
r の公約数でもある．逆に d′ を nと r の公約数とすると，m = nq + r も dで割り切れ
る．よって d′ は nとmの公約数でもある．

2.4 ユークリッドの互除法� �
ユークリッドの互除法とは，定理 2.3.2を応用した，2つの整数の最大公約数を求め
るアルゴリズムである．ユークリッドが「原論」に記した，明示的に記述された最古
のアルゴリズムと言われている．� �
例えば 6188と 4709の最大公約数を求めたいとする．

1. 6188を 4709で割る
6188 = 4709× 1 + 1479

2. 4709を 1479で割る
4709 = 1479× 3 + 272

3. 1479を 272で割る
1479 = 272× 5 + 119

4. 272を 119で割る
272 = 119× 2 + 34

5. 119を 34で割る
119 = 34× 3 + 17

6. 34を 17で割る
34 = 17× 2 + 0

割り切れるところまで続ける．最後に割った数 17が答え．つまり，

(6188, 4709) = (4709, 1479) = (1479, 272) = (272, 119) = (119, 34) = (34, 17) = 17.

アルゴリズムとしては以下のチャート．
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開始

2 個の数を入力

どちら一方が 0?

大きい方から小さい方を割り、
大きい方を余りで置き換える

もう一方の数を出力

終了

YES

NO

� �
ポイント：数が大きくなるほど，素因数分解などで最大公約数を求めるよりも効率的．� �

定義 2.4.1 (ランダウの記号). f(n) = O(g(n)) ⇐⇒ ある n0, C が存在して n > n0 な
ら |f(n)| ≤ C|g(n)|.
だいたいの意味：f(n)の発散のスピードは早くても g(n)くらい．

定理 2.4.2. m,n, m > nの最大公約数を求めるユークリッドの互除法の計算ステップ回
数は O(log2m)（多項式時間）.

考察. m,n ∈ Z, m > n, に対して m = qn + r とする（q ≥ 1, 0 ≤ r < n）．このとき
2r ≤ n + r ≤ m となるから r ≤ m/2. よってユークリッドの互除法のステップを 2 回
繰り返して (m,n) = (n, r1) = (r1, r2) となったとき, m,nは半分以下になる。つまりス
テップ回数が s回とすると，

(m,n) = (n, r1) = (r1, r2) = (r′2, r3) · · · = (r′s−1, rs), rs ∼ 1 ≤ m/2 s
2 .

ただし r′i = min{ri−1, ri}, ri+1 は max{ri−1, ri} を r′i で割った余り．∼ はだいたい．
よって s

2 ∼ log2mとなり，ステップ回数は s = 2 log2mで抑えられる．

一方，素因数分解を使って 1から mまで順に試し割りをするという安直なアルゴリズ
ムでは，ステップ数は O(m)になる（指数時間）．

練習 1. (m,n)のユークリッドの互除法の計算ステップ sに対して，s/mが最長になる
m,nのペアはどんなものだろう．

つまりフィボナッチ数列と
m,n を比較するとユークリ
ッドの互除法の回数が上から
抑えられる．

答. フィボナッチ数 an の隣接二項 (m = ai+1, n = ai). すなわち ai+2 = ai+1 + ai,

a0 = 0, a1 = 1.
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2.5 一次不定方程式（拡張ユークリッドの互除法）� �
拡張ユークリッドの互除法とは，ユークリッドの互除法を応用して一次不定方程式
ax+ by = cの解 x, y を求めるためのアルゴリズムである．� �

定理 2.5.1 (一次不定方程式の解の存在). a, b ∈ Z \ {0}とする．このとき，一次不定方
程式 ax+ by = cが解を持つための必要十分条件は (a, b)|cとなることである．

Proof. 4.6章で示す．

系 2.5.2. a, b ∈ Z\{0}とする．このとき，一次不定方程式 ax+ by = (a, b)は解を持つ．

系 2.5.3. a, b ∈ Z \ {0}とする．(a, b) = 1のとき，一次不定方程式 ax+ by = 1は解を
持つ．

【ステップ 1】一次不定方程式 ax+ by = (a, b)の解をひとつ求める．
6188x+ 4709y = 17という一次不定方程式を考えよう．ユークリッドの互除法

6188 = 4709× 1 + 1479,

4709 = 1479× 3 + 272,

1479 = 272× 5 + 119,

272 = 119× 2 + 34,

119 = 34× 3 + 17,

34 = 17× 2 + 0.

を, 最後から二番目の行から逆に辿って，

17 = 119− 34× 3

= 119− (272− 119× 2)× 3

= 119× 7− 272× 3

= (1479− 272× 5)× 7− 272× 3

= 1479× 7− 272× 38

= 1479× 7− (4709− 1479× 3)× 38

= 1479× 121− 4709× 38

= (6188− 4709× 1)× 121− 4709× 38

= 6188× 121− 4709× 159.

よって x = 121, y = −159は解．
【ステップ 2】一次不定方程式 ax+ by = d(a, b)の解をすべて求める．

6188x+ 4709y = 17dという一次不定方程式を考えよう．ステップ 1.より，

6188× 121− 4709× 159 = 17．

6188x+ 4709y = 17dから上の式の d倍を引くと

6188(x− 121d) + 4709(y + 159d) = 0
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両辺を 17で割って

364(x− 121d) + 277(y + 159d) = 0.

（両辺を 6188 と 4709 の最大公約数で割った．）このとき x − 121d = 277w とおくと，
364w + y + 159d = 0より y = −159d− 364w. 従って一般解は{

x = 121d+ 277w, (277 = 4709/17)

y = −159d− 364w, (364 = 6188/17)

w ∈ Z.
【特に (a, b) = 1の場合（後で素数を調べるときに重要）】

22x + 115y = 1という一次不定方程式の解を求めよう．ステップ 1に沿って解をひと
つ求めると，

115 = 22× 5 + 5,

22 = 5× 4 + 2,

5 = 2× 2 + 1.

の逆を辿って

1 = 5− 2× 2

= 5− (22− 5× 4)× 2

= 5× 9− 22× 2

= (115− 22× 5)× 9− 22× 2

= 115× 9− 22× 47.

よって x = −47, y = 9がひとつの解．
ステップ 2（d = 1）に従って

22(x+ 47) + 115(y − 9) = 0.

の解を求めると (22, 115) = 1 より最大公約
数で割るフェーズがない．{

x = −47 + 115w,

y = 9− 22w,

w ∈ Z.

練習 2. 適当に好きな自然数のペアm,nを取ってきて以下の問いに答えよ．

(1) 最大公約数を求めよ．
(2) 最大公倍数を求めよ．
(3) 一次不定方程式mx+ ny = (a, b)の解をひとつ求めよ．
(4) 一次不定方程式mx+ ny = d(a, b)の一般解を求めよ．

演習 1. ユークリッドの互除法や拡張ユークリッドの互除法は，情報系のどこで使われ
る？どんな研究分野と繋がっている？
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第 3章

素数を拾う

（第三回・12/9）（第四回・
12/12）3.1 素数と素因数分解

定義 3.1.1 (素数). 1とその数の他に約数を持たない 2以上の自然数を素数という．素数
でない 2以上の自然数を合成数という．

定理 3.1.2 (素因数分解の一意性). 2以上の自然数は素数の積として順序を除いて一意的
に表せる．

3.2 エラトステネスの篩
エラトステネスって誰？

素数を下から列挙する方法．

1. 1を除いた自然数から 2を拾う．
2. 残った自然数から 2の倍数を除く．
3. 残った数の中で一番小さい数，すなわち 3を拾う．
4. 残った数から 3の倍数を除く．
5. 残った数の中で一番小さい数，すなわち 5を拾う．
6. 残った数から 5の倍数を除く．
7. 残った数の中で一番小さい数，すなわち 7を拾う．
8. 残った数から 7の倍数を除く．
9. ...

3.3 素数を判定する
定理 3.3.1. 自然数 nが素数 ⇐⇒

√
nを超えないすべての素数で割り切れない．

（絵を描いて考えてみる．）
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3.4 素数の「個数」
pを任意の素数とし，p! を p以下の素数の積とする．

定理 3.4.1. 素数は無限個ある．このあたり空で語れると楽し
そう．

Proof.（背理法）素数が有限個であるとし，小さい方から p1, . . . , pn と名付ける．このと
き P = p!n + 1という正の整数を考える．場合分けで矛盾を示す．

1. P が素数だとすると，仮定から 1 ≤ i ≤ nが存在して P = pi. これは P > pi に
矛盾．

2. P が合成数だとすると，P は p1, . . . , pn のいずれかで割り切れる．これは P
pi

=

p1p2 · · · pi−1pi+1 · · · pn + 1
pi
に矛盾．

従って仮定が偽であり素数は無限個である．

問 1. pが素数のとき p! + 1は素数か？問 1；これはパッと見上の定
理と矛盾しそうだけど，pnよ
り大きくて p!+1より小さい
素数が存在する場合があると
いうところがポイント．

答 (No!). p = 13のとき p! + 1 = 59× 509.

問 2 (未解決問題). p! + 1が素数になるような素数 pは有限個か？（現在見つかっている
素数は 22個...）

3.5 素数を捕まえる
定理 3.5.1 (ディリクレの素数定理). aと dが互いに素であるとき a+ kd (k ∈ N)とい
う形の素数が無限個存在する。

定理 3.5.2 (ベルトラン–チェビシェフの定理). 任意の n と 2n の間に必ず素数が存在
する。

問 3. (1) ディリクレの素数定理やベルトラン–チェビシェフの定理の証明（部分的で
も良い）を調べてみよう．

(2) ディリクレ, ベルトラン, チェビシェフはどの時代にどんな研究をした人たちか調
べてみよう（プチ伝記作り）．
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第 4章

ウィルソンの定理と合同式

ここからは 2 つのストーリーを並行して進めていく（テレビドラマとかでよくある手
法）．１つは抽象代数学（♣）、もうひとつは具体例やウィルソンの定理にまつわる話（♦）．

4.1 ウィルソンの定理（♦）� �
ウィルソンの定理は素数を判定するための強力な定理である．そのしくみを理解す
ることで素数に対する理解を深める．そのために群・環・体の枠組みが役に立つ．� �
2以上の自然数 nに対して E(n) = (n− 1)! + 1と置く． 天下り的に

定義 4.1.1 (ウィルソン数). E(n) を n で割った余りを W (n) と書き，ウィルソン数と
呼ぶ．

n E(n) W (n)

2 2 0

3 3 0

4 7 3

5 25 0

6 121 1

7 721 0

8 5041 1

9 40321 1

10 362881 1

n E(n) W (n)

11 3628801 0

12 39916801 1

13 479001601 0

14 6227020801 1

15 87178291201 1

16 1307674368001 1

17 20922789888001 0

18 355687428096001 1

19 6402373705728001 0

表 4.1 ユークリッド数とウィルソン数

� �
定理 4.1.2 (ウィルソンの定理). 2以上の自然数 nに対して

nが素数 ⇐⇒ W (n) = 0.� �ウィルソン数のような「割っ
た余り」を考えるときには
次の章の合同式の枠組みが
便利．
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4.2 合同式（♣）
定義 4.2.1. a, bを整数，mを自然数とする．a− bがmで割り切れるとき，aと bはm

を法として合同という．またこのとき

a ≡ b (mod m)

と表し，このような関係式を合同式と呼ぶ．

例.

2 ≡ 4 ≡ 6 (mod 2)

2 ≡ 5 ≡ 8 (mod 3)

練習 3. 次の主張を合同式を使って表せ．

(1) xは偶数である.

(2) xは 3で割ると 1余る整数である.

(3)（ウィルソンの定理）自然数 nが素数であるための必要十分条件は，2以上の自然
数 nに対して (n− 1)! + 1が nで割り切れることである．

定理 4.2.2. a, b, cを整数, mを自然数とする．

(1) a ≡ a (mod m),

(2) a ≡ b (mod m) ならば b ≡ a (mod m).

(3) a ≡ b (mod m), b ≡ c (mod m) ならば a ≡ c (mod m).

（すなわち，関係 ≡は同値関係である．次章参照．）

定理 4.2.3. a, a′, b, b′ を整数, mを自然数とする．a ≡ a′ (mod m), b ≡ b′ (mod m)

のとき次が成り立つ．

(1) a± b ≡ a′ ± b′ (mod m),

(2) ab ≡ a′b′ (mod m).

練習 4. (1) 合同数を使って見たエラトステネスの篩
(2) 合同数を使って見たウィルソンの定理：2以上の自然数 nに対して, nが素数 ⇐⇒

E(n) ≡ 0 (mod n)

4.3 同値関係と商集合（♣）
上の合同式の話を一般化す
る． 例えば三角形の全体は「合同」という基準で分類できる．この背景には、「形」が見た

いから、どこに置いてあっても同じ、という考えがある。つまり、「形」という見たいも
のを残して「置き場所」という情報を捨てる。現代数学でも、トポロジー（位相幾何学）、
微分幾何学、複素幾何学、などは、多様体（図形）に入れる同値関係の違いで分野が分か
れている。「見たいもの」によって、どの情報を捨てる（捨てた後で同じものを「同値」と
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する）かが決まる。同値関係と商集合の概念は、それを考える理論的枠組みを提供してく
れる。
Aを集合とする．a, b ∈ Aがある基準で「関係している」とき，a ∼ bと書く。この「基
準」をひとつ定めることは、A × Aの部分集合 Rをひとつ指定することと同じ操作であ
る．すなわち

a ∼ b ⇐⇒ (a, b) ∈ R

とすればよい．

定義 4.3.1. A×Aの部分集合 Rを Aにおける関係と呼ぶ．

a, b ∈ Aがある基準で「関係している」よりも強く、「同じである」ということを以下
で定める．

定義 4.3.2 (同値関係). 次を満たす関係 ∼を同値関係という．

(1) a ∼ a,
(2) a ∼ b ならば b ∼ a.
(3) a ∼ b, b ∼ c ならば a ∼ c.

集合 Aに同値関係 ∼が与えられると、それによって Aの元を分類することができる。
すなわち、

R(a) = {b ∈ A | a ∼ b}

とおけば、

(1) a ∈ R(a)
(2) a ∼ b ⇐⇒ R(a) = R(b)

(3) a 6∼ b ⇐⇒ R(a) ∩R(b) = ∅

が成り立つ。

定義 4.3.3. R(a) を a が属する同値類と呼び，その任意の元を同値類の代表元と呼ぶ．
R(a)の代表元 cをひとつとり，c̄ = R(a)と書くこともある．

つまり、A はどの二つも互いに交わらない同値類の和集合として表わされる．*1すな
わち

A = t同値類

となる。

例. (1) 同値関係 ≡ (mod 2)で Nを分類すると

N = {1, 3, 5, . . .} t {2, 4, 6, . . .}.

(2) 同値関係 ≡ (mod 3)で Nを分類すると

N = {1, 4, 7, . . .} t {2, 5, 8, . . .} t {3, 6, 9, . . .}.

*1 二つの互いに交わらない部分集合の和集合のことを直和と呼び ⊔で表す．
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練習 5. (1) 同値関係 ≡ (mod 2)で Nを分類したとき、各同値類からひとつづつ代表
元を取れ．

(2) 同値関係 ≡ (mod 2)で Nを分類したとき、ある同値類の 2つの代表元はどんな
関係にあるか答えよ．

定義 4.3.4 (商集合). 集合 Aに同値関係 ∼が与えられたとき、同値類全体のなす集合

A/ ∼= {R(a); a ∈ A}

を Aの ∼による商集合という．

例. (1) 同値関係 ≡ (mod 2)で Nを分類したとき、

N/(≡ (mod 2)) = {{1, 3, 5, . . .}, {2, 4, 6, . . .}}
= {1̄, 2̄}

(2) 同値関係 ≡ (mod 3)で Nを分類したとき、

N/(≡ (mod 3)) = {{1, 4, 7, . . .}, {2, 5, 8, . . .}, {3, 6, 9, . . .}}
= {1̄, 2̄, 3̄}

定義 4.3.5. 集合 A に同値関係 ∼ が与えられたとき、A からの写像 f : A → G は
a ∼ b⇒ f(a) = f(b)のとき写像 f̄ : A/ ∼→ Gを誘導する．このとき、写像 f は A/ ∼
の上で矛盾なく定義されている（well-defined）という．

4.4 商集合 Zm（♦）
定義 4.4.1 (Zm). m を 2 以上の自然数とする．Z の同値関係 ≡ (mod m) による商集
合を Zm と表す．（これは位数mの巡回群と呼ばれるものになる．5章参照．）

定理 7より，Zの和と積は Zm の上で well-defined．well-defined にならない写像
の例は？

練習 6. 表 1を埋めよ．（m = 2, 3, 4, 5, 6）

定理 4.4.2. pを素数とする．このとき，任意の a ∈ Zp \ {0}は逆元をもつ．すなわち

ax ≡ 1 (mod p)

となる x ∈ Zp が唯一つ存在する．

Proof.（記号を乱用し）a ∈ {1, 2, . . . , p − 1} とし, i = 1, . . . , p − 1 に対して qi > 0,

ri ∈ {1, 2, . . . , p− 1}を

ai = pqi + ri,

と定める.� �
主張：i 6= j ならば ri 6= rj , すなわち

{r1, . . . , rp−1} = {1, 2, . . . , p− 1}.� �この主張の証明大事！後から
同じアイデアを使う．
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まず主張を示す．背理法により，ri = rj とすると

ai− aj = pqi − pqj ≡ 0 (mod p)⇒ a(i− j) ≡ 0 (mod p)

となり，1 ≤ i − j ≤ p − 2より，これは (a, p) = 1（pは素数より）であることに矛盾．
従って i 6= j ならば ri 6= rj が従う．したがって主張が示された．
これより ri = 1となる iが唯一つ存在し，

ai = pqi + 1⇒ ai ≡ 1 (mod p).

よって定理が示された．

演習 2. 上の証明を資料を見ないで再構成できるようになろう．

定理 4.4.3 (フェルマーの小定理). pを素数とする．任意の a ∈ Zp \ {0}に対し

ap−1 ≡ 1 (mod p)

が成り立つ．

Proof. 定理 4.4.2の証明と同様に，a, 2a, 3a, . . . , (p− 1)aは pを法として互いに異なる．
それらをすべて掛け合わせると

1 · 2 · · · (p− 1) ≡ 1 · 2 · · · (p− 1)ap−1 (mod p).

1 · 2 · · · (p− 1)の逆元を両辺にかけると ap−1 ≡ 1 (mod p)が従う．

練習 7. フェルマーの小定理の対偶を述べよ．

4.5 フェルマーテストとカーマイケル数（♦）
命題 4.5.1 (フェルマーの小定理の対偶). nを自然数とする．ある整数 aが存在して

（条件 A）(a, n) = 1かつ an−1 6≡ 1 (mod n)

となるとき，nは素数ではない．

nを自然数としたとき，上の（条件 A）が成り立つか否かをチェックすることを，nの
aを底としたフェルマーテストという．（条件 A）が成り立たないとき nは「素数である
可能性を残している」という意味において aを底とした「フェルマーテストをパスする」
という．

定義 4.5.2. （条件 A）を満たすすべての整数 aに対してフェルマーテストにパスするの
にもかかわらず素数でないような nをカーマイケル数と呼ぶ．

定理 4.5.3. • 1から 100万までのカーマイケル数は 43個（561, 1105, 1729, 2465, . . .）．
• カーマイケル数は無限個（Alford, Granville, Pomerance, 1994.）
• nがカーマイケル数であることの必要十分条件は以下の 2つの条件を満たすことで
ある．
1. nを割り切る任意の素数 pに対して p− 1|n− 1.

2. nは平方因子を持たない．
• カーマイケル数は、少なくとも 3個以上の異なる素数の積である．
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4.6 一次不定方程式の証明（♣）
定理（再掲） (定理 2.5.1). a, b ∈ Z \ {0}とする．このとき，一次不定方程式 ax+ by = c

が解を持つための必要十分条件は (a, b)|cとなることである．

Proof. まず c = 1とする．
（⇒）(a, b) = d 6= 1とすると，ax+ by は dで割り切れるはずだから ax+ by = 1は解を
持たない．よって (a, b) = 1.

（⇐） 定理 4.4.2の証明とほぼ同様（pを bとする．）
次に c 6= 1とする．

（⇒）(a, b) 6 |cとすると，ax+ by は (a, b)で割り切れるはずだから ax+ by = cは解を持
たない．よって (a, b)|c.
（⇐） a = p(a, b), b = q(a, b)とおく．ここで (p, q) = 1とする．px+ qy = 1は整数解を
持つので，両辺を (a, b)倍して，ax+ by = (a, b)も同じ整数解を持つ．c = d(a, b)とす
ると axd+ byd = cとなるので，px+ qy = 1の解をそれぞれ d倍した整数が解になる．

4.7 ウィルソンの定理の証明（♦）
（復習）W (n)：E(n) = (n− 1)! + 1を nで割った余り.

定理（再掲） (定理 4.1.2; ウィルソンの定理). 2以上の自然数 nに対して

nが素数 ⇐⇒ W (n) = 0.

Proof.（⇒の証明）n = 2, 3のときW (2) = W (3) = 0. pを 5以上の素数とする．定理
4.4.2より任意の a ∈ Z \ {0}は逆元を持つ．1と p− 1（のみ）がそれ自身を逆元にもつ
ことに注意すると，

1 · 1 ≡ 1 (4.1)

2 · i2 ≡ 1 (4.2)

··
·

(p− 2) · ip−2 ≡ 1 (p-2)

(p− 1)(p− 1) ≡ 1 (p-1)

ただし {i2, . . . , ip−2} = {2, . . . , p− 2}.� �
主張：合同式 (2)· · · (p-2)から，積をとった結果が (p− 2)!になるよう p−3

2 個の合同
式をとれる．� �

主張にある p−3
2 個の合同式と合同式 (p-1)をかけると

(p− 1)! · (p− 1) ≡ 1 (mod p).
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この両辺に (p− 1)をかけると

(p− 1)! ≡ p− 1 ≡ −1 (mod p).

（⇐の証明）W (n) = 0とする．背理法で nが素数であることを示す．nを合成数とする
と，1 < d < nかつ d|nとなる dが存在する．このとき d|(n−1)!より d 6 | ((n− 1)! + 1).

すなわち n 6 | ((n− 1)! + 1). これはW (n) = 0に反するため nは素数．

演習 3. 上の主張を示せ．

問 4. ウィルソンの定理にまつわる歴史を調べてみよう．
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第 5章

群という見方

（第五回・12/16）（第六回・
12/19）（第七回：中間試験も
しくは休講・12/23）

逆元の存在がポイント．

5.1 半群、モノイド、群（♣）
集合 Aとその上の二項演算 · : A×A→ Aが与えられているとする．

– 任意の a, b, c ∈ A に対して以下が成り立つとき二項演算 · は結合法則を満たすと
いう．

(a · b) · c = a · (b · c)

– 任意の a ∈ Aに対して以下を満たす e ∈ Aを単位元と呼ぶ．

e · a = a = a · e

– a ∈ A に対して以下を満たす a′ ∈ A を a の逆元と呼ぶ．逆元を持つ A の元を単
元という．

a · a′ = e = a′ · a

定義 5.1.1 (半群、モノイド、群). 集合 A とその上の二項演算 · : A × A → A の組
(A, ·)を考える．

– (A, ·)は (1)結合法則を満たすとき半群と呼ばれる．
– (A, ·)は (1)結合法則を満たし (2)単位元を持つときモノイドと呼ばれる．
– (A, ·)は (1)結合法則を満たし (2)単位元を持ち (3)任意の元に逆元が存在すると
き群と呼ばれる．

例.

– 自然数 N = {1, 2, 3, . . .} 　（加と乗の構造）
⇒ (N,加): 半群、(N,乗): モノイド

– 整数 Z = {0,±1,±2,±3, . . .}　（加減と乗の構造）
⇒ (Z,加): 群、(Z \ {0},乗): モノイド

– 正の有理数 Q≥0 = {0, ab | a, b ∈ N}　（加と乗余の構造）
⇒ (Q≥0,加): 半群、(Q≥0 \ {0},乗): 群
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– 有理数 Q = {0,±a
b | a, b ∈ N}　（加減乗余の構造）

⇒ (Q,加): 群、(Q \ {0},乗): 群

練習 8. (1) (N,+)と (N,×)はどちらも群にならないことを示せ．
(2) (Z,+)は群になり，(Z \ {0},×)は群にならないことを示せ．
(3) (Q≥0,+)は群にならず，(Q≥0 \ {0},×)は群になることを示せ．
(4) (Q,+)と (Q \ {0},×)はどちらも群になることを示せ．

5.2 群の生成元（♣）
定義 5.2.1. Gを群とする．

– Gの元の個数を Gの位数といい，|G|で表す．
– G の演算について群になる部分集合 H ⊂ G を G の部分群という．（部分集合
H ⊂ Gは，任意の a, b ∈ H に対して a · b ∈ H かつ a−1 ∈ H が成り立つとき部分
群という．）

– Gの任意の元がGの部分集合 S の元の積と逆元を有限回とることで得られるとき，
群 Gは部分集合 S で生成されるという．このとき，S を Gの生成元集合と呼び，「引き算で閉じるように Nか

ら Zをつくる」などの操作の
数学的定式化．

S の元を Gの生成元という．生成元 s1, . . . , sr が有限個のとき，G = 〈s1, . . . , sr〉
と書く．

練習 9. (1) 群 (Q,+)の中で次の部分集合により生成される群を示せ．
(i) N
(ii) Q≥0

(2) 群 (Q \ {0},×)の中で次の部分集合により生成される群を示せ．
(i) N
(ii) Z \ {0}

(3) 次の群の（それ自身でない）生成元集合をひとつ求めよ．
(i) (Q,+)

(ii) (Q≥0 \ {0},×)
(iii) (Q \ {0},×)

定義 5.2.2. Gを群とする．

– Gは要素が有限個のとき有限群と呼ばれる．
– Gは一つの元で生成されるとき巡回群と呼ばれる．
（⇐⇒ ある a ∈ Gが存在し G = 〈a〉となるとき）.

– Gは有限集合で生成されるとき有限生成であるという．
（⇐⇒ ある a1, . . . , am ∈ Gが存在し G = 〈a1, . . . , am〉となるとき）.

– a ∈ Gで生成される巡回群の位数 |〈a〉|を aの位数という．
（位数は an = eとなる最小の nと一致する.）

練習 10. (Z,+)が巡回群であることを示せ．
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5.3 Zm の場合（♦）
練習 11. (1) (Zm,+)が有限群かつ巡回群であることを示せ．

(2) pを素数とすると, (Zp \ {0},×)が群になることを示せ．
ヒント：フェルマーの小定理（定理 4.4.3）

(3) ā ∈ (Zm \ {0},×)が単元であることの必要十分条件は (a,m) = 1であることを示
せ．
ヒント：一次不定方程式（定理 2.5.1）� �

定理 5.3.1. 自然数mが素数 ⇐⇒ (Zm \ {0},×)が群� �
練習 12. 定理 5.3.1とウィルソンの定理との関係は？つまり自然数mに対して
W (m) = 0 ⇐⇒ (Zm \ {0},×)が群
を直接証明してみよう．

定義 5.3.2. – ā ∈ Zm は (a,m) = 1であるとき既約剰余類と呼ばれる．
– Zm の既約剰余類（すなわち単元；練習 11(3)）を集めた集合を

(Zm)× = {ā ∈ Zm | (a,m) = 1}

と置き，((Zm)×,×)を Zm の既約剰余類群と呼ぶ．

練習 13. (1) 表 1において (Zm)× の行と列をマークせよ．

命題 5.3.3. pが素数のとき,

(1) (Zp)
× = Zp \ {0}.

(2) (Zp)
× = {ak | k = 1, . . . , p− 1} となる a が存在する．（すなわち (Zp)

× は巡
回群．）

Proof. (1) 省略．(2) ā ∈ (Zp)
× で位数が p− 1のものがとれる→ 7章．

演習 4. (1) ((Z4)
×,×)が 3̄で生成されることを示せ．

(2) ((Z11)
×,×)の巡回群としての生成元をすべて求めよ．

5.4 群の左剰余類，正規部分群と剰余群（♣）
定義 5.4.1 (左剰余類). Gを群とする．

– Gの部分群 H が与えられたとき，Gの元の同値関係 a ∼ bを関係 a−1b ∈ H で定
義する．この同値関係による同値類を Gの H による左剰余類という．

– 左剰余類の集合を G/H で表す．
– G/H の元の個数を Gにおける H の指数とよび [G : H]で表す．

練習 14. Gを群，H をその部分群とする．
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(1) a ∼ bが同値関係であることを示せ．
(2) Gの元 aの H による左剰余類 āは aH = {aη | η ∈ H}に一致することを示せ．酒井 p9

定理 5.4.2 (ラグランジュ（Lagrange）の定理). Gを有限群とし，H をその部分群とす
る．このとき H の位数は Gの位数の約数であり，[G : H] = |G|/|H|が成立する．

Proof. 上の同値関係において，σ ∈ Gに同値な元（同じ左剰余類に属する元）は一意的
に ση, η ∈ H と表される．よって，同じ左剰余類に属する元は |H|個である．従って（G
の元の個数）=（左剰余類の個数）×（H の元の個数）．すなわち |G| = [G : H]|H|.

練習 15. 巡回群 Z6 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄}とその部分群 Zev
6 = {0̄, 2̄, 4̄}を考える．

(1) Z6/Zev
6 と [Z6 : Zev

6 ]を求めよ．
(2) Z6 と Zev

6 でラグランジュの定理を確認せよ．

定義 5.4.3 (正規部分群と剰余群). – H を G の部分群とする．すべての h ∈ H と
すべての g ∈ Gについて，ghg−1 ∈ H が成り立つとき，H は Gの正規部分群と
いう．このとき H ◁ Gと表す．

– H が Gの正規部分群のとき，左剰余集合 G/H は積 ā · b̄ = abで群になる．この
群を Gの H による剰余群という．

練習 16. H が Gの正規部分群のとき，左剰余集合 G/H は積 ā · b̄ = abで群になること
を示せ．（逆にH が正規部分群でないとき，上の積が well-definedになるとは限らないこ
とを確認せよ．）

定義 5.4.4. 群 Gは積が可換（ab = ba）のときアーベル群と呼ばれる．

練習 17. アーベル群の部分群は正規部分群であることを示せ．

演習 5. 一般線型群 GL(n;C)とは可逆な 2× 2行列のなす集合を行列の積で群とみなし
たものである．このとき特殊線型群

SLn = {A ∈M(n;C) | det(A) = 1}

が正規部分群になることを示せ．GL(n;C) の正規部分群には他にどんなものがあるだ
ろう？

5.5 群の準同型（♣）
定義 5.5.1 (群の準同型). Gと H を群とする．

– 写像 ϕ : G → H で，任意の a, b ∈ Gに対して ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)となるものを準
同型写像という．

– 全単射準同型写像を同型写像とよび，同型写像 ϕ : G → H が存在するとき G と
H は同型という．

– Im(ϕ) = {ϕ(a) | a ∈ G} ⊂ H を ϕの像とよび，Ker(ϕ) = {a ∈ G | ϕ(a) = e} ⊂ G
を ϕの核とよぶ．
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練習 18. ϕ : G→ H を群の準同型写像とする．次を示せ．

(1) ϕ(1) = 1, および ϕ(a−1) = ϕ(a)−1．
(2) Im(ϕ)は H の部分群であり，Ker(ϕ)は Gの正規部分群である．
(3) ϕが単射 ⇐⇒ Ker(ϕ) = {e}
(4) 群の同型は同値関係である．� �
定理 5.5.2 (群の準同型定理). 群の準同型写像 ϕ : G→ H が与えられたとき，群の
同型 G/Ker(ϕ) ∼= Im(ϕ)が成立する．� �

Proof. 写像 ϕ : G → H は G/Ker(ϕ) の上で well-defined で，これが同型写像になる．
酒井 p12

練習 19. 加法群 Zの部分群mZによる剰余群は (Zm,+)と同型であることを示せ．

練習 20. 任意の部分群 H に対して環の準同型写像 ϕ : G→ S であって Ker(ϕ) = H と
なるものが存在することを示せ．

5.6 直積群と有限アーベル群の基本定理（♣）
定義 5.6.1 (直積群). 群 G1, · · · , Gr の直積群とは，直積集合 G = G1 × · · · ×Gr に積を

(a1, . . . , ar) · (b1, . . . , br) = (a1 · b1, . . . , ar · br)

で定義した群である．単位元は (e, . . . , e)であり，(a1, . . . , ar)の逆元は (a1, . . . , ar)
−1 =

(a−1
1 , . . . , a−1

r )である．

定理 5.6.2. mと nが互いに素な自然数のとき，Zm × Zn
∼= Zmn が成り立つ． 酒井 p13

m と n が互いに素じゃない
ときはどうなる？

定理 5.6.3 (有限アーベル群の基本定理). 有限アーベル群 Gは巡回群の直積に同型であ
る．より詳しくは，ni|ni+1 を満たす自然数の組 (n1, . . . , nr)が一意的に存在して，

G ∼ Zn1 × · · · × Znr

が成立する．
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第 6章

環と体という見方

（第八回・12/26）（第九回・
1/6）和と積を同時に考える枠組み．

6.1 環と体（♣）
定義 6.1.1 (環). 加法（和）+および乗法（積）·のふたつの二項演算をもつ集合 Rは以
下の条件を満たすとき環であるという．

(1) 加法 +についてアーベル群になる．
(2) 乗法 ·についてモノイドになる．
(3) 分配法則

a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca

が成り立つ．

加法に関する単位元を零元と呼び 0で表す．乗法に対する単位元を eと書き，逆元をもつ
Rの元を Rの単元という．

命題 6.1.2 (単位元の一意性). 単位元は一意的である．

練習 21. (1) (Z,+,×)と (Q,+,×)が環になることを示せ．
(2) (Zm,+,×)が環になることを示せ．

定義 6.1.3 (可換環と整域). – 乗法について可換な環を可換環という．
– 可換環 Rの元 aは，ab = 0となる b 6= 0があるとき零因子と呼ばれる．
– 可換環 Rは 0以外の零因子を持たないとき整域と呼ばれる．

定義 6.1.4 (体). 可換環 Rにおいて，0以外の元が存在し，それらが全て乗法に関する逆
元をもつとき Rを体という．

練習 22. (1) 体は整域であることを示せ．
(2) (Q,+,×)が体になることを示せ．
(3) 素数 pに対して (Zp,+,×)が体になることを示せ．（実は逆も成り立つ．） つまり (Zp,+,×)は整域．
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6.2 イデアルと剰余環（♣）
定義 6.2.1 (部分環). 環 Rの eを含む部分集合 S で，Rの加法と乗法に関してそれ自身
が環になっているものを部分環という．

定義 6.2.2 (イデアル). 環 Rにおいて，次の性質を満たす空でない部分集合 I をイデア
ルと呼ぶ．

(1) Rの加法について，I は群になる．
(2) 任意の a ∈ I と c ∈ Rについて，ca ∈ I, ac ∈ I.

イデアルは部分環の特別なも
のです． R自身，および {0}は明らかにイデアルである．これらを自明なイデアルという．

練習 23. 体には自明なイデアルしかないことを示せ．

定義 6.2.3. Rを可換環とし，I をイデアルとする．

– a1, . . . , ar ∈ Rについて I = {c1a1 + c2a2 + · · · crar | ci ∈ R}となるとする．こ
のとき I = (a1, . . . , ar)と書き，A = {a1, . . . , ar}を I の生成系，a1, . . . , ar を I

の生成元という．
– 一つの元で生成されるイデアルを単項イデアルと呼ぶ．

定義 6.2.4 (剰余環). I を環 Rのイデアルとする．Rに同値関係を次のように定める．アーベル群の部分群は正規
部分群でした（練習 17）．つ
まり剰余環の加法だけ考え
ると…

a ∼ b ⇐⇒ a− b ∈ I.

この同値関係による同値類 R/ ∼を R/I で表し，aの属する同値類を āと表す．R/I は
加法と乗法を ā+ b̄ = a+ b, ā · b̄ = a · bで定義すると環になる．この環を Rの I による
剰余環または商環という．

練習 24. 剰余環 R/I の加法と乗法が矛盾なく定義されていることを示せ．練習 24:これがわかるとイデ
アルの定義の意味がわかる．

練習 25. 剰余群の定義と剰余環の定義を見比べて，それらがどう自然なのか考えてみ
よう．

6.3 環の準同型（♣）
定義 6.3.1 (環の準同型). Rと S を環とする．

– 写像 ϕ : R→ S であって，次の条件を満たすものを準同型写像という．
(1) 任意の a, b ∈ Rについて，ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b).

(2) 任意の a, b ∈ Rについて，ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

(3) ϕ(eR) = eS.

ただし eR, eS はそれぞれ R,S の積に対する単位元．
– 全単射準同型写像を同型写像とよび，同型写像 ϕ : R → S が存在するとき Rと S

は同型という．
– Im(ϕ) = {ϕ(a) | a ∈ G}を ϕの像とよび，Ker(ϕ) = {a ∈ G | ϕ(a) = 0}を ϕの
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核とよぶ．

練習 26. (1) ϕ(0) = 0, ϕ(−a) = −ϕ(a), および ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 を確かめよ．
(2) Im(ϕ)は S の部分環であり，Ker(ϕ)は Rのイデアルである．
(3) ϕが単射 ⇐⇒ Ker(ϕ) = {0}
(4) 環の同型は同値関係である．� �
定義 6.3.2 (環の準同型定理). 環の準同型写像 ϕ : R → S が与えられたとき，群の
同型 R/Ker(ϕ) ∼= Im(ϕ)が成立する．� �

Proof. 写像 ϕ : R→ S はR/Ker(ϕ)の上で well-definedで，これが同型写像になる．

練習 27. 環 (Zm,+,×)は環 Zのイデアル (m)による剰余環と同型であることを示せ．

練習 28. (1) 任意のイデアル I に対して環の準同型写像 ϕ : R → S であって
Ker(ϕ) = I となるものが存在することを示せ．

(2) 体K から環 Rへの零写像でない準同型写像は単射であることを示せ．

6.4 剰余環 Zm と体（♦）� �
定理 6.4.1. 自然数mが素数 ⇐⇒ 剰余環 (Zm,+,×)が体．� �定理 4.1.2,定理 5.3.1に引き

続き 3 つめの素数の特徴付
け．

Proof. (⇒)はすでに示した (練習 22). ここでは (⇐)を背理法で示す．
自然数mに対して (Zm,+,×)が体であるとする. mが素数でないとすると，1 < n < m

なるmの約数 nが存在する．このときmと nは互いに素でないので nx+my = 1を満
たす x, yは存在しない（一次不定方程式の解の存在）．すなわち n̄ · x̄ = 1̄ ∈ Zm なる x̄が
存在しないので，n̄は単元にならない．これは (Zm,+,×)が体であることに矛盾．従っ
てmは素数でなければならない．

演習 6. 定理 6.4.1の証明を初めから最後まで再構成してみよう．

命題 6.4.2. m を 2 以上の自然数とし，Zm を m に関する Z の剰余環とする．ā につ
いて，

(1) aとmが互いに素であれば，āは Zm の単元である．
(2) aとmが互いに素でなければ，āは Zm の零因子である．

Proof. (1)は一次不定方程式の解の存在と同等．(2)を示す．aとmが最大公約数 d > 1

を持つとする．すなわち

a = da′, m = dm′, (a′,m′) = 1.

すると

am′ = da′m′ = ma′ ≡ 0 (mod m).

したがって m̄′ 6= 0̄に対して ā · m̄′ = 0̄となり，āは Zm の零因子である．
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6.5 ウィルソンの定理再訪（♦）
河田 6.2章（p67）

補題 6.5.1. pを素数とする．x̄ ∈ Zp に対して

x̄2 = 1̄⇒ x̄ = p− 1またはx̄ = 1̄.

Proof. x̄2 = 1̄より

x̄2 − 1̄ = 0̄⇒ (x̄+ 1)(x̄− 1) = 0̄.

Zp は整域だから

(x̄+ 1) = 0̄または (x̄− 1) = 0̄.

したがって

x̄ = −1 = p− 1またはx̄ = 1̄.

定理（再掲） (ウィルソンの定理). 自然数 n が素数 ⇐⇒ 2 以上の自然数 n に対して
E(n) = (n− 1)! + 1を nで割った余りW (n) = 0.

定理（再掲） (定理 4.1.2; ウィルソンの定理 Zpver.). pを素数とする．このとき Zp にお
いて

1̄ · 2̄ · · · (p− 2)(p− 1) = −1.

Proof. 補題 6.5.1より Zp の元で x̄2 = 1となるものは x̄ = 1̄, (p− 1)のみである．その
ほかの元 {2̄, 3̄, . . . , (p− 2)} は，Zp が体であることによりそれぞれの逆元がまたこの中
に入っていて，しかも一意である．すなわち

2̄ · 3̄ · · · (p− 2) = 1̄.

これより

1̄2̄ · 3̄ · · · (p− 2) · · · (p− 1) = (p− 1) = −1.
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まとめともろもろ

（自習）
さて．振り返ります．

7.1 素数の特徴付け：集合・群・環・体それぞれからの見方
自然数mが素数であることの 3つの特徴付け：

定理（再掲）(定理 4.1.2). 自然数mが素数 ⇐⇒ 2以上の自然数mに対してW (m) = 0

⇐⇒ (m− 1)! + 1 ≡ 0 (mod m) ⇐⇒ (m− 1)! + 1̄ = 0̄ ∈ Zm

定理（再掲） (定理 5.3.1). 自然数mが素数 ⇐⇒ (Zm \ {0},×)が群

定理（再掲） (定理 6.4.1). 自然数mが素数 ⇐⇒ 剰余環 (Zm,+,×)が体

上の特徴付けたちの背後にある素数の性質：

定理（再掲） (定理 4.4.2). pを素数とする．このとき，任意の a ∈ Zp \ {0}は逆元をも
つ．すなわち

ax ≡ 1 (mod p)

となる x ∈ Zp が唯一つ存在する．

7.2 オイラーの定理とフェルマーの小定理（♦）
石田 p61-(2–4章)参照

定義（再掲） (既約剰余類群). mを自然数とする．(m,n) = 1となる nに対して n̄ ∈ Zm

を Zm の既約剰余類と呼ぶ．既約剰余類は単元であり，その全体からなる Zm の部分集合
Γm は乗法に関して群になる．これを Zm の既約剰余類群という．

練習 29. 表 2–5を埋めよ．

定義 7.2.1. m を自然数とする．m 以下の自然数 {1, 2, . . . ,m} の中で m と互いに素な
ものの個数を φ(m)と書き，オイラー関数と呼ぶ．

練習 30. x̄を Zm の単元とすると，x̄φ(m) = 1̄を示せ．
（ヒント：φ(m)は Zm の既約剰余類群の位数に等しい．既約剰余類群の部分群で x̄の生
成する巡回群を考える．+ラグランジュの定理:定理 5.4.2） 石田 p62
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定理 7.2.2 (オイラーの定理). mを 2以上の自然数，xを整数とする．このとき

(x,m) = 1 ⇒ m|(xφ(m) − 1).

とくにm = pが素数であれば

p 6 |x→ m|(xp−1 − 1).

となりフェルマーの小定理（定理 4.4.3：xp−1 ≡ 1 (mod p)）が従う．いろんな道から同じ頂上にた
どり着く様は面白いですね．

Proof. 練習 30の言い換え．
x̄が Zm の単元 ⇐⇒ (x,m) = 1 ⇒ x̄φ(m) = 1̄ ⇐⇒ m|(xφ(m) − 1)

7.3 メビウスの関数（♦）
φ(m)を計算する公式を与える．
一般に，自然数に対して定義された複素数値関数 f を考え，m ∈ Nに対して∑

d|m

f(d)

でmのすべての正の約数 dについての f(d)の和を表すことにする．

練習 31.
∑

d|m f(d) =
∑

d|m f(md )を示せ．
（ヒント： mの正の約数の集合を S とする．このとき g : S → S, d 7→ m

d は全単射を与
える．）

定義 7.3.1 (メビウス（Möbius）の関数).

µ(m) =


1, m = 1のとき,
0, ある素数 pに対し p2|m,のとき.
(−1)k m = p1 · · · pk（pk は相異なる素数）のとき．

練習 32. (m,n) = 1であれば µ(mn) = µ(m)µ(n)となることを示せ．（ヒント：µ(m)

と µ(n)の値で場合分けして一つづつ考える． ）

定理 7.3.2. 以下の等式が成り立つ．

∑
d|m

µ(d) =

{
1 if m = 1,

0 if m 6= 1

Proof. m = pe11 · · · pess , d = pg11 · · · pgss と置いて計算してみる．二項定理を使う．

定理 7.3.3 (メビウス関数の反転公式). f を自然数上の関数とし，F (m) =
∑

d|m f(d)と
おく．このとき次が成り立つ．

f(m) =
∑
d|m

µ(d)F
(m
d

)
=

∑
d|m

µ
(m
d

)
F (d).

考察. 2 つめの等式は練習 31 より．1 つめの等式を小さい方から確かめていく．m = 1

のとき

µ(1)F (1) = f(1)
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m = p (p:素数) のとき

µ(1)F (p) + µ(p)F (1) = µ(1) {f(1) + f(p)}+ µ(p)f(1)

= {µ(1) + µ(p)} f(1) + µ(1)f(p)

= f(p)

m = p2 (p:素数) のとき

µ(1)F (p2) + µ(p)F (p) + µ(p2)F (1) = µ(1)
{
f(1) + f(p) + f(p2)

}
+ µ(p) {f(1) + f(p)}+ µ(p2)f(1)

=
{
µ(1) + µ(p) + µ(p2)

}
f(1) + {µ(1) + µ(p)} f(p) + +µ(1)f(p2)

= f(p2)

m = p1p2 (p1, p2:素数) のとき

µ(1)F (p1p2) + µ(p1)F (p2) + µ(p2)F (p1) + µ(p1p2)F (1)

= µ(1) {f(1) + f(p1) + f(p2) + f(p1p2)}+ µ(p1) {f(1) + f(p2)}+ µ(p2) {f(1) + f(p1)}+ µ(p1p2)f(1)

= {µ(1) + µ(p1) + µ(p2) + µ(p1p2)} f(1) + {µ(1) + µ(p1)} f(p2) + {µ(1) + µ(p2)} f(p1) + µ(1)f(p1p2)

= f(p1p2)

いずれも最後の等式は定理 7.3.2を使った．

練習 33. 定理 7.3.3を示せ．

7.3.1 メビウス関数とオイラー関数

定理 7.3.4. 以下の等式が成り立つ．

∑
d|n

µ(d)

d
=

{
1, m = 1のとき,∏s

i=1

(
1− 1

pi

)
, m = pe11 p

e2
2 · · · pess のとき.

Proof. 定理 7.3.2と同様にm = pe11 · · · pess , d = pg11 · · · pgss と置いて計算してみる．

補題 7.3.5. 自然数mに対して次が成り立つ．

m =
∑
d|m

φ
(m
d

)
=

∑
d|m

φ(d)

Proof. x = 1, . . . ,mとする．xとmの最大公約数はmの約数である．� �
主張：mの約数 dに対し，(m,x) = dとなるような xの数は φ(md )である．� �

上の主張を仮定すると，1, . . . ,mを mとの約数で分類して，その数を約数ごとに足しあ
げることでm =

∑
d|m φ

(
m
d

)
が従う．

上の主張を示す．(m,x) = dとなる xは x = dn, (n, md ) = 1である．このような nの
個数はオイラー関数 φ(md )より主張が従う．

系 7.3.6.

φ(m) =

{
1, m = 1のとき,
m

∏s
i=1

(
1− 1

pi

)
, m = pe11 p

e2
2 · · · pess のとき.

特に (m,n) = 1ならば φ(mn) = φ(m)φ(n)が従う．
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Proof. 補題 7.3.5の等式

m =
∑
d|m

φ
(m
d

)
=

∑
d|m

φ(d)

に反転公式を使うと

φ(m) =
∑
d|m

µ(d)
m

d
= m

∑
d|m

µ(d)

d
.

定理 7.3.4より系の主張が従う．

練習 34. pを素数とすると φ(pe) = pe − pe−1 となることを示せ．

7.3.2 メビウス関数とエラトステネスの篩

エラトステネスの篩は，知っている素数で割れる自然数を篩にかけて自然数の集合から
除いていく方法であった．言い換えると，知っている素数で割れない自然数を残す方法と
も言える．自然数をひとつ取ったとき，知っている素数で割れるか割れないかを判定する
写像（指示関数）はメビウス関数で得られる．メビウス関数での定式化は

言い換えであって，アルゴリ
ズムとしては等価．つまり，
知っている素数で割るか割れ
ないかをひとつづつ判定する
という方法は変わらない．

定義 7.3.7. 集合 X とその部分集合 Aが与えられたとき，写像

χA : X → {0, 1}, χA(x) =

{
1 if x ∈ A,
0 if x 6∈ A

を X の Aによる指示関数と呼ぶ．

帰納的に，p1, . . . , pk を知っている素数とし，P = p1, . . . , pk とおく．自然数 n が
p1 . . . , pk のどれかで割れることと，(n, P ) > 1であることは同値である．素数 p1, . . . , pk

のいずれでも割れない自然数の部分集合を Ak とおくと，以下が成り立つ．

系 7.3.8.

χAk
(n) =

∑
d|(n,P )

µ(d).

Proof. 定理 7.3.2より．

7.4 命題 5.3.3 (2)：(Zp)× が巡回群であることの証明
補題 7.4.1. G を位数 n の群とする．すべての a ∈ G について a の位数は n の約数で
ある．とくに Zm の既約剰余類群

を考えるとオイラーの定理が
従う．

Proof. 練習 30の一般化．Gと, aで生成される部分群 〈a〉に対してラグランジュの定理
を使う．

補題 7.4.2. pを素数とすると Z×
p の位数 dの個数は 0またはオイラー関数 φ(d)である．

Proof. 以下を認める：
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Zp 上の n次多項式 f(x)の根の個数は n以下である（⇐定理 9.1.6）．

(Zp)
× に位数 d の元 a が存在するとする．このとき x̄d − 1̄ = 0̄ の解の集合は

{a, a2, . . . , ad}である．この中から位数 dの元を拾う．ak の位数を dk とする．このとき

dk = d ⇐⇒ (d, k) = 1

より位数 dの個数はオイラー関数 φ(d)になる．

補題（再掲） (補題 7.3.5). 自然数mに対して次が成り立つ．

m =
∑
d|m

φ(d)

練習 35. 補題 7.3.5,7.4.1,7.4.2を用いて，素数 pに対して (Zp)
× が巡回群になることを

証明せよ．
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第 8章

群と対称性

（第十回・1/9）
群は対称性を記述するための言語である．
推奨動画：東京大学 2006年度 数学公開講座 『対称性と群』
(https://www.ms.u-tokyo.ac.jp/video/open/2006koukai-kouza/index.html)

8.1 群の作用（♣）
酒井 p14-

定義 8.1.1 (群の作用). – 群 Gの集合 X への作用とは，写像

G×X → X, (g, u) 7→ gu,

であって，すべての u ∈ X と a, b ∈ Gに対して
(1) eu = u,

(2) (ab)u = a(bu)

が成り立つものをいう．
– 任意の u, v ∈ X に対して a ∈ Gが存在して v = auとなるとき，GはX に推移的
に作用するという．

– u ∈ X をひとつとる．群 Gが X に作用しているとき，集合 Orb(u) = {σu | σ ∈
G} ⊂ X を uの軌道（Orbit）という．

– u ∈ X に対して Gu = {σ ∈ G | σu = u} ⊂ Gとおくと，Gu は Gの部分群にな
る．Gu を uの固定群と呼ぶ．　

練習 36. (1) u, v ∈ X に対して u ∼ v ⇐⇒ v ∈ Orb(u)すると, ∼は同値関係を定
めることを示せ．

(2) Gu が部分群になることを示せ．

練習 37. |Orb(u)| = [G : Gu]となることを示せ． 酒井, 補題 1.12

ヒント：全単射 Orb(u) → G/Gu をつくる．
演習候補

8.2 巡回群 Zm の作用（♦）
X0 = {x1, . . . , xm}を位数mの集合とすると，巡回群 Zm は以下で X0 に作用する．

m0 : Zm ×X0 → X0, (n̄, xi) 7→ xi+n,
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ただし xi+m = xi とおく．

練習 38. (1) 写像m0 が作用になっていることを確認せよ．
(2) m0 は推移的な作用であることを示せ．
(3) xi の固定群 (Zm)xi

を求めよ．

X1 を複素数平面の中心に埋め込まれた正m角形（内部は含まない）とすると，巡回群
Zm は回転として X1 に作用する．

m1 : Zm ×X1 → X1, (n̄, x+ yi) 7→ e
2πin
m (x+ yi).

練習 39. (1) 写像m1 が作用になっていることを確認し，正m角形の頂点集合への作
用がm0 と等しいことを確認せよ．

(2) m1 は推移的な作用でないことを示せ．
(3) u ∼ v ⇐⇒ v ∈ Orb(u) で定まる同値関係による商集合 X1/ ∼ をとる．X1/ ∼
の代表元の集合で複素平面内で連結なものをひとつ求めよ．

X2 を複素数平面の中心に埋め込まれた正m角形（内部を含む）とすると，巡回群 Zm

は回転として X2 に作用する．

m2 : Zm ×X2 → X2, (n̄, x+ yi) 7→ e
2πin
m (x+ yi).

練習 40. (1) 原点 0の固定群を求めよ．絵を描いて考えてみる．
(2) u ∼ v ⇐⇒ v ∈ Orb(u) で定まる同値関係による商集合 X2/ ∼ をとる．X1/ ∼
の代表元の集合で複素平面内で連結なものをひとつ求めよ．

8.3 対称群（♦）
横井/硲野 p29

定義 8.3.1. 集合 X から X 自身への全単射写像全体からなる集合 S(X)は写像の合成に
関して群になる．

– S(X)を X 上の対称群といい，S(X)の元を置換という．
– とくに X が有限集合 {1, . . . , n}のとき，S(X) = Sn と表し，n次対称群という．
ひとつの置換 δ は (1, 2, . . . , n)を上段に，その像 (δ(1), δ(2), . . . , δ(n))を下段に書
いて (

1 2 · · · n
δ(1) δ(2) · · · δ(n)

)
と表す．

練習 41. (1) 群 Sn は位数 n!で，n ≥ 3に対して非可換な群になることを示せ．
(2) 定義 8.3.1の記法に基づいて S3 の元を全て挙げよ．

定義 8.3.2. – Sn の元で，部分集合 {i1, . . . , ir}, 1 ≤ r ≤ n, を巡回的にうつす元{
σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, . . . , σ(ir−1) = ir, σ(ir) = i1,

σ(j) = j, (j 6= i1, . . . , ir)

を長さ r の巡回置換といい，(i1, . . . , ir)で表す．長さ 2の巡回置換を互換という.
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– 2つの巡回置換 (i1, . . . , ir)と (j1, . . . , js)は，2つの部分集合として共通部分がな
いとき互いに素であるという．

定理 8.3.3. (1) Sn の任意の元は互いに素な幾つかの巡回置換の積で一意的に表さ
れる． 横井/硲野 p57, 定理 9, 10

ビデオ参照
(2) Sn の任意の元はいくつかの互換の積で表される．このとき互換の積の個数の偶奇
は一意的である．

定義 8.3.4. – 偶数個の互換の積で表される Sn の元を偶置換，奇数個の互換の積で
表される Sn の元を奇置換という．

– Sn の元 σ の符号を，偶置換のとき sgn(σ) = 1, 奇置換のとき sgn(σ) = −1 と定
める．

– Sn の偶置換の全体を An と書き，n次交代群と呼ぶ．

練習 42. An は長さ 3の全ての巡回置換で生成されることを示せ． 酒井, 例題 1.7

定理 8.3.5. Gを位数 nの有限群とする．このとき Sn のある部分群で Gと同型になる
ものが存在する． 横井/硲野 p59, 例題 16

Proof. G = {a1, a2, . . . , an}とおく．定義より Sn は G上の対称群である．一方，Gの
元 a をとると，G 上の全単射写像 Ta : G → G が a の左からの積 Ta(g) = ag で定まる
（全単射であることを確認せよ）．これは写像

T : G→ Sn, a 7→ Ta

を定める．T が群の単射準同型であることを示せば主張が従う．
a, b ∈ G, x ∈ Gに対して

Tab(x) = (ab)x = a(bx) = Ta(bx) = Ta(Tb(x)) = (Ta · Tb)(x)

となるから T は群の準同型である．Ta = Tb とすると

a = Ta(e) = Tb(e) = b

となるから T は単射である．

演習 7. R3 の中の正四面体をそれ自身に重ねる回転のつくる群（正四面体群）は 4次の
交代群 A4 になることを示せ． 横井/硲野 p60, 例題 18

ヒント：頂点への作用を考えると S4 の部分群になる．

8.4 可解群（♦）
「多項式 f(x)がベキ根によって解けるための必要十分条件は f(x)のガロア群が可解群
であることである」–10章参照

定義 8.4.1. Gを群とする．a, b ∈ Gに対し [a, b] = aba−1b−1 とおき，a, bの交換子と呼
ぶ．Gのすべての交換子で生成された部分群を Gの交換子群と呼び，[G,G]とかく．

練習 43. Gを群とする．
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(1) [G,G] = {1}の必要十分条件は Gがアーベル群であることである．これを示せ．
(2) [G,G]が正規部分群であることを示せ．

定理 8.4.2. Gを群とし，H をその正規部分群とする．G/H がアーベル群である必要十
分条件は H ⊃ [G,G]となることである．とくに G/[G,G]はアーベル群になり，これを酒井 p17, 命題 1.16

Gのアーベル化群と呼ぶ．

定義 8.4.3. Gを群とする．

– Gが可解群であるとは，正規部分群の列

G = G0 ▷ · · · ▷ Gl−1 ▷ Gl = {1}

が存在して各剰余群 Gi−1/Gi がアーベル群になることをいう．
– G(0) = Gとおき，帰納的にG(i+1) = [G(i), G(i)]と定義する．この正規部分群の列

G = G(0) ▷ G(1) ▷ G(2) ▷ · · ·

を Gの交換子群列という．

命題 8.4.4. Gが可解群 ⇐⇒ ある r が存在して G(r) = {1}.酒井 p18–19, 命題 1.17–1.20

命題 8.4.5. 可解群の部分群および準同型写像の像は再び可解群である．

命題 8.4.6. 群 Gとその部分群 H が与えられているとき，H と G/H が可解群であれば
Gも可解群である．

定理 8.4.7. 対称群 Sn は n ≤ 4のときは可解であるが，n ≥ 5のときは可解でない．

演習 8. 定理 8.4.7の証明に挑戦してみよう．n = 1, 2は明らか．n = 3, 4は具体的に考
える．n ≥ 5は n = 3, 4の場合を参考にして考える．
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第 9章

多項式と環

（第十一回・1/24）（第十二
回・1/28）9.1 多項式環（♣）
酒井 2章, p28–定義 9.1.1. – 環 R上の多項式とは，文字 xによる形式的な有限和

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n (ai ∈ R)

のことをいう．文字 xを不定元あるいは変数とよぶ．
– 環 R上の多項式全体の集合を R[x]で表し，加法と乗法を次のように定義する．∑

i

aix
i +

∑
j

bjx
j =

∑
k

(ak + bk)x
k,

(
∑
i

aix
i) · (

∑
j

bjx
j) =

∑
k

 ∑
i+j=k

ai · bj

xk,

この加法と乗法によりR[x]は環になる．Rが可換環のとき，R[x]も可換環である．
– 多項式

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n, an 6= 0

について，nを f(x)の次数とよび，deg f で表す．

練習 44. Rを可換環とし，f, g を R上の多項式とする．

(1) deg(f + g) ≤ max{deg f, deg g} 酒井 p29, 補題 2.2

(2) deg(fg) ≤ deg f + deg g. もし f, g のどちらかの最高次の係数が零因子でなけれ
ば，等号が成立する．

Proof.

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ amx

m, am 6= 0,

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bnx

n, bn 6= 0

と置いて和と積を考える．(1)は明らか．(2)で fg の最高次の係数 ambn が 0となるのは
am, bn のどちらも零因子のときである．

系 9.1.2. Rが整域であれば R上の多項式環は整域である．

練習 45. 整域 R上の多項式環 R[x]の単元は，Rの単元と一致することを示せ．
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定理 9.1.3 (除法定理). Rを可換環とし，f, g ∈ R[x]をとる．このとき，gの最高次の係
数が単元であれば，q, r ∈ R[x]が存在して

f = qg + r, deg r < deg g

が成立する．さらに商 q と剰余 r は f, g によって一意的に定まる．

定義 9.1.4. Rを可換環とし，R上の（零多項式でない）多項式 f(x) = a0+a1x+a2x
2+

· · ·+ anx
n ∈ R[x]をひとつとる．

– Rの元 b ∈ Rに対して

f(b) = a0 + a1b+ a2b
2 + · · ·+ anb

n ∈ R

と定義し，f の bにおける値という．
– Rの元 bは f(b) = 0となるとき多項式 f(x)の根という．
– 一般に f, g ∈ R[x]について, f = ghとなる h ∈ R[x]が存在するとき，g は f の
因子であるという．このとき g|f と表す．

定理 9.1.5 (剰余定理). 可換環 Rの元 aが R上の多項式 f(x)の根である必要十分条件
は (x− a)が f の因子になることである．酒井 p30–p31

Proof. f を (x− a)で割り算して q(x− a) + r と表す．このとき r = f(a)であるから主
張が従う．

定理 9.1.6. n を自然数とする．整域 R 上の n 次多項式 f(x) の根の個数は n 以下で
ある．

Proof. f の次数に関する帰納法で示す．n = 0のとき f(x)は根をもたないから主張は正
しい．n > 1とする．f が Rに根をもたないときは根の個数は 0より主張は正しい．f が
根 a ∈ Rを持つとする．このとき定理 9.1.5により f(x) = (x− a)g(x), g は n− 1次多
項式, と表される．f に別の根 b ∈ Rがあるとき，f(b) = (b− a)g(b) = 0であり, Rは整
域で , (b− a) 6= 0だから g(b) = 0. g(b)は n− 1次多項式だから，帰納法の仮定より根の
個数は n− 1以下である．したがって f の根の個数は n以下．

練習 46 (Rが整域でない場合). Z8 上の多項式 x2− 1̄は 4個の根を持つことを確かめよ．
根の数が次数より多い例

系 9.1.7. 整域 R が無限個の元を含むとする．多項式 f(x) ∈ R[x] について，関数
R→ R, a 7→ f(a)が零関数であれば，多項式として f = 0が従う.

Proof. f 6= 0 とし，deg f = n とおく．R から n + 1 個の異なる元 a1, . . . , an+1 をと
る．関数 R→ R, a 7→ f(a)が零関数であれば a1, . . . , an+1 は f の根であり，これは定理
9.1.6に矛盾する．

練習 47 (有限個の元しかない場合). 多項式 f(x) = xp − x ∈ Zp は零多項式ではないが，
Zp 上の関数として考えると零関数になる．零多項式ではないが零関数に

なる例
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9.2 ユークリッド整域, 単項イデアル整域, 一意分解整域（♣）
体K 上の多項式環K[x]の性質は，ユークリッド整域として一般化することができる．

定義 9.2.1 (ユークリッド整域). R を整域とする．R \ {0} の自然数値関数 v（ノルム）
が存在して，任意の f, g ∈ R, g 6= 0について

f = qg + r, q, r ∈ R, v(r) < v(g)

と表されるという条件を満たすとき，Rはユークリッド整域という．ただし v(0) = −∞
とする．

練習 48. 体 K 上の多項式環 K[x]はユークリッド整域であることを示せ．（ノルム v を
指定せよ．）

定義 9.2.2 (単項イデアル整域). 可換環 R のすべてのイデアルが単項イデアルであると
き，Rは単項イデアル整域であるという．

酒井 p47

練習 49. (1) 整数環 Zは単項イデアル整域であることを示せ．
ヒント：g = min{|a| | a ∈ I \ {0}}とおくと，I ⊂ (g)となることを示す．

(2) Z[x]のイデアル (2, x)は単項イデアルでないことを示せ．

定義 9.2.3 (既約元と素元). – 整域 R の 0 でも単元でもない元 a について，分解
a = bcがあれば bまたは cが単元になるとき，aは既約元であるという．

– 整域 R の 0でも単元でもない元 aについて，a|bcがあれば a|bまたは a|cとなる
とき，aは素元であるという．

定義 9.2.4 (一意分解整域). 整域 Rが次の性質を満たすとき，Rは一意分解整域である
という． 酒井 p40, 定義 2.21

(1) 0でも単元でもない任意の元 a ∈ Rは既約分解をもつ．すなわち，有限個の既約元
a1, . . . , ar が存在して

a = a1 · · · ar

と表される．
(2) 上のような分解は順序と単元の積とを除いて一意的である．すなわち，既約元

a1, . . . , ar と既約元 b1, . . . , bs について a1 · · · ar = b1 · · · bs であれば r = s であ
り，番号を付け替えればすべての ai と bi が単元の積を除いて等しい．

練習 50. (1) Zは一意分解整域であることを示せ（既約元は何か？）．
(2) Z[

√
−5]= {a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z}は一意分解整域でないことを示せ．

命題 9.2.5. 整域 Rが以下の性質を満たせば Rは一意分解整域である． 酒井 p41, 命題 2.26

(1) 0でも単元でもない元は既約分解を持つ．
(2) 既約元は素元である．

Proof. 条件 (1) は同じなので，分解の一意性を示せば十分．R の既約元（従って素元）
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a1, . . . , ar, b1, . . . , bs が a1 · · · ar = b1 · · · bs を満たすとする．a1|b1 · · · bs だからある bi

が存在して a1|bi. bの添字を適当に付け替えて i = 1とする．a1 と b1 はどちらも既約元
だから単元 u1 が存在して b1 = u1a1 と表される．このとき a1 · · · ar = u1a1 · · · bs が成
り立ち，R は整域より a2 · · · ar = b2 · · · bs. これを繰り返すと s ≥ r が従い, かつ i ≤ r

について単元 ui が存在し bi = uiai となる．逆に bi で割ることから始めると r ≥ sが従
い, かつ i ≤ sについて単元 ui が存在し ai = uibi となり，分解の一意性が成り立つ．

定理 9.2.6. ユークリッド整域は単項イデアル整域である．単項イデアル整域は一意分解酒井 p47, 系 2.39

整域である．
酒井 p49, 命題 2.42

Proof. 前半を示す．R をユークリッド整域とする．I ⊂ R をイデアルとする．I = {0}
は単項イデアルである．I 6= {0}のとき，I に含まれる 0でない元でノルム v が最小のも
のをひとつとり g とおく．I = (g)を示す．I ⊃ (g)は明らか．I の任意の元 f をとり g

で割って f = qg + r, q, r ∈ R, v(r) < v(g). このとき r ∈ I となるから g の最小性より
r = 0である．したがって f ∈ (g), すなわち I ⊂ (g)が成り立つ．
後半を示す．Rを単項イデアル整域とする．命題 9.2.5より，Rの 0でも単元でもない

元の既約分解の存在と，既約元が素元であることを示せば十分．Rの 0でも単元でもない
元 a0 が既約分解を持たないとする．このとき a0 自身既約でないので，分解 a = bcと b

も c単元でないが存在して, しかも bと cのどちらかは既約分解を持たない．その既約分
解を持たない方を a1 とすると，(a0) ⊊ (a1). このような操作を繰り返すとイデアルの無
限列

(a) ⊊ (a1) ⊊ (a2) ⊊ (a3) · · ·

が得られる．このとき，Ĩ = ∪∞i=0とおくと Ĩ はイデアルであり，仮定より b ∈ Rが存在し
Ĩ = (b)となる．しかし bはある iに対して b ∈ (ai)であるから，Ĩ = (ai) = (ai+1) = · · ·
が成り立ち，これは (ai) ⊊ (ai+1)に矛盾．
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体とガロア理論

（第十三回・1/31）
代数学の金字塔．

定義 10.0.1 (標数). 可換環 Rとその乗法の単位元 eにおいて n · e = e+ · · ·+ e = 0と
なる最小の自然数 n のことを標数といい，char(R) で表す．そのような n が存在しない
ときは標数は 0と定義する．

例.

(1) char(Z) = 0, char(Zm) = m.

(2) char = nのとき，m · e = 0 ⇐⇒ mは nの倍数．

10.1 体の拡大（♣）
定義 10.1.1 (拡大体と中間体). – 体 E の部分集合 F が E と同じ演算で体になると

き，F を E の部分体, E を F の拡大体であるといい，E/F で表す．
– E の部分体であり F の拡大体であるような体K を中間体という．

定義 10.1.2 (単純拡大と原始元). E を体, F を E の部分体とする．

– E の部分集合 S をとり，F と S を含む最小の部分体を F に S を添加した体と呼
び，F (S) ⊂ E で表す．

– E = F (a1, . . . , an)となる a1, . . . , an ∈ E が存在するとき，E は F 上有限生成で
あるという．

– 特に E = F (a)となる a ∈ E が存在するとき，E は F 上単純拡大であるといい，
aを拡大 F (a)の原始元という．

定義 10.1.3 (有限次拡大と無限次拡大). 拡大体 E/F において，E は F 上のベクトル空
間とみることができる．

– E が F 上のベクトル空間として有限次元であるとき，E/F は有限次拡大であると
いう．その次元を拡大次数といい，[E : F ]で表す．また，E/F のベクトル空間と
しての基底を E の F 上の基底という．

– E が F 上のベクトル空間として有限次元でないとき，E/F は無限次拡大であると
いい，[E : F ] =∞で表す．
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例. (1) 複素数体 C は実数体 R 上の有限拡大で，[C,R] = 2 となる．例えば {1, i =
√
−1}は Cの R上の基底をなす．

(2) 実数体 Rは有理数体 Q上の無限次拡大である．

定理 10.1.4. F を標数 0の体とする．F の任意の有限次拡大 E は単純拡大である．酒井 p107, 定理 4.24

練習 51. Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +
√
3)を示せ．

定義 10.1.5. – 拡大体 E/F において，E の元 αを根にもつような F 係数の多項式
が存在するとき，αは F 上代数的であるという．また，そのような多項式が存在し
ないとき，αは F 上超越的であるという．

– E のすべての元が F 上代数的であるとき，E/F は代数拡大であるという．

例. 複素数体 Cは実数体 R上の代数拡大であるが，実数体 Rは有理数体 Q上の代数拡大
でない．

定義 10.1.6 (最小多項式). 拡大体 E/F において，E の元 αが F 上代数的であるとき，
α を根にもつ F 上の多項式の中で次数が最小なものを，α の最小多項式という．最小多
項式は F の定数倍を除いて一意的に定まり，F 上既約である．最小多項式の次数を αの
F 上の次数と呼ぶ．

例. 虚数単位 i =
√
−1は，実数体 R上の既約多項式 x2 + 1の根である．従って iは R

上 2次の代数的元であり，x2 + 1が iの最小多項式である．

10.2 代数学の基本定理と分解体（♣）
酒井 p103-

定義 10.2.1. 体 K 上の任意の定数でない任意の多項式 f(x) ∈ K[x]が K 内に少なくと
も一つの根をもつとき，K は代数的閉体という．実はここから全ての根が K

の元であることが従う
定理 10.2.2 (代数学の基本定理). 複素数体 Cは代数的閉体である．

一般に代数的閉体とは限らない体K の多項式の根を考察するときは，次のような,「多
項式の根を含む最小の拡大体」を考える．

定義 10.2.3. 多項式 f(x) ∈ K[x]に対して，次の性質を満たすK の拡大体 Lを f(x)の
分解体という．

(1) L[x]において f(x)は一次式に分解する．つまり f(x) = a
∏n

i=1(x− αi)．
(2) L = K(α1, . . . , αn).

定義 10.2.4. 次の性質を満たす体K の拡大体 LをK の代数的閉包という．

(1) Lは代数的閉体である．
(2) L ⊃ K は代数拡大である.

定義 10.2.5. 体K の拡大体 L,L′ に体の同型写像 σ : L→ L′ が存在し，かつそのK へ
の制限が恒等写像になるとき (σ|K = idK)，σ を K-同型写像という．このような K-同
型写像が存在するとき Lと L′ はK-同型という．
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なにかが存在してそれが一意
的であるというのは数学でよ
く出てくる大事な考え方．

定理 10.2.6. 多項式 f(x) ∈ K[x]の分解体や K の代数的閉包は K-同型を除いて一意的
に存在する．

10.3 ガロア群（♣）
酒井 p108-

定義 10.3.1 (ガロア群). K を体, LをK の代数的拡大とする．

– Lの自己同型写像 σ : L→ LがK-同型写像になるとき，σ を LのK-自己同型写
像という．

– Lの K-自己同型写像全体は，合成で積を入れることにより群になる．この群を拡
大 L ⊃ K のガロア群と呼び，Gal(L/K)で表す．

どの定義を定理環境に入れて
どれを平文に入れるかを考え
て分けたほうが解りやすい資
料になるのかな？（いまさら）

練習 52. (1) 複素数体 Cの複素共役写像 σ : z → z̄ を考える．このとき Gal(C/R) =
{1, σ}となることを示せ．
ヒント：ϕ ∈ Gal(C/R)をとると，ϕ(i)2 = ϕ(i2) = ϕ(−1) = −1.つまり ϕ(i)は i

もしくは −i.
(2) Gal(Q(

√
2,
√
3)/Q)を求めよ．

定義 10.3.2 (ガロア拡大). – 体 L の自己同型群の部分群 G に対して, G のすべて
の元で動かないような L の元の集合を L の G による固定体と呼び, LG で表す．
すなわち

LG = {α ∈ L | σ(α) = α, ∀σ ∈ G}.

– K を体, LをK の代数的拡大とする．LGal(L/K) = K となるとき Lはガロア拡大
と呼ばれる．

例. (1) C ⊃ Rはガロア拡大．
(2) Q( 3

√
2)はガロア拡大ではない． Gal(Q( 3

√
2)/Q) = {1} にな

って 3
√
2も固定される．

定理 10.3.3 (ガロア拡大と分解体). K を標数 0の体, Lを K の代数的拡大とする．次
の条件は同値である．

(i) LをK のガロア拡大である．
(ii) |Gal(L/K)| = [L : K]

(iii) Lはある多項式 f(x) ∈ K[x]のK 上の分解体である．

定理 10.3.4 (ガロア理論の基本定理). K を標数 0の体, Lを K の有限ガロア拡大（有
限次拡大かつガロア拡大）とする．このとき，L ⊃ K の中間体M とガロア群 Gal(L/K)

の部分群 H とは次の全単射写像で一対一に対応する．

ϕ : M 7→ Gal(L/M),

ψ : H 7→ LH .

さらに，拡大M ⊃ K がガロア拡大であるための必要十分条件はGal(L/M)がGal(L/K)
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の正規部分群になることであり，このとき群の同型

Gal(M/K) ≡ Gal(L/K)/Gal(L/M)

が従う．

定義 10.3.5. K を標数 0の体, f(x)を K 上の多項式とする．Lを f(x)の K 上の分解
体とするとき，ガロア群 Gal(L/K) を K 上の多項式 f のガロア群と呼び，GalK(f) と
書く．

10.4 代数方程式（♣）
酒井 p132-, 石田 p169-

定義 10.4.1 (方程式の解の公式とは). 標数 0の体 F の元を係数とする多項式
横井/硲野 p208-

f(x) = a0 + a1x
1 + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n

に対して，代数方程式 f(x) = 0の根がすべて，方程式の係数 a0, . . . , an から加減剰余と
べき乗根を付け加える操作を有限回施すことによって書き表されるとき，方程式 f(x)は
代数的に解けるという．

例. 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0,(a 6= 0)の解は

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

定義 10.4.2 (べき根拡大). 標数 0の体K の拡大体 Lに対して，中間体の列

K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Lr = L,

Li+1 = Li(αi) (αni
i ∈ Li, 0 ≤ i ≤ r − 1)

が存在するとき，LをK のべき根拡大という．

定理 10.4.3. K 係数の代数方程式 f(x) = 0が代数的に解ける. ⇐⇒ f(x)のK 上の最
小分解体がK のべき根拡大である．

定理 10.4.4. K 係数の代数方程式 f(x) = 0が代数的に解ける. ⇐⇒ f(x)のK 上のガ
ロア群が可解群になる．

定義 10.4.5 (一般多項式). 標数 0の体 K に n個の独立変数 x1, . . . , xn を添加して得ら
れる体を L = K(x1, . . . , xn)とするとき，L係数の方程式

g(X) = Xn − x1Xn−1 + · · ·+ (−1)nxn = 0

を n次の一般多項式という．

定理 10.4.6. n次の一般方程式のガロア群は，n次の対称群 Sn に同型である．� �
定理 10.4.7. n次の一般方程式が代数的に解けるためには n ≤ 4であることが必要
十分である．� �
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10.5 円分多項式（♦）
定義 10.5.1. – 自然数mに対して，多項式 xm − 1の根を 1のm乗根という．1の

m乗根全体は，乗法に関して位数mの巡回群をなす．
– 1のm乗根全体のなす巡回群における生成元を 1の原始m乗根という．
– 1の原始m乗根 ζm を根とする多項式

Φm(x) =
∏
ζm

(x− ζm)

を円分多項式という．

定理 10.5.2. φ(m)をオイラー関数とする．1の原始 m乗根は φ(m)個存在し，円分多
項式 Φ(m)は φ(m)次の多項式である．

定理 10.5.3. µ(d)をメビウス関数とするとき，次が成り立つ．

Φ(m) =
∏
d|m

(xm/d − 1)µ(d).

定理 10.5.4. 体 F の標数が 0のとき，任意の自然数m > 1に対して，円分多項式 Φ(m)

は有理数体 Q上既約である．

定義 10.5.5. 体 F 上の xm − 1の最小分解体 F (ζm)を F 上のm次の円分体という．

定理 10.5.6. 1の原始m乗根 ζm に対して次が成り立つ．

[Q(ζm) : Q] = φ(m).

このとき Gal(Q(ζm)/Q) ∼= Z×
m となる．

系 10.5.7. 任意の自然数mについて 1の原始m乗根はべき根によって解ける． Z×
n は可換群より可解群であ
るから


