
空間点過程に対するヌヴーの交換公式と
無線ネットワークへの応用
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定常な点過程を用いて表わされる確率モデルを解析するとき，パルム解析は強力なツールとして知られていま
す．ヌヴーの交換公式はパルム解析における基本公式の一つであり，二つの同時に定常な点過程それぞれのパル
ム分布を結びつけるものです．この公式の 1 次元版は待ち行列などの解析に用いられますが，それをそのまま多
次元空間に拡張した形はあまり使い勝手が良いとは言えません．本稿では，より汎用性の高い形の空間点過程版
ヌヴーの交換公式を紹介し，この公式が特に，無線端末が多数のクラスタをつくって存在しているような無線ネッ
トワークの解析に有用であることを例示します．
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1. はじめに

点過程の理論は，1940年代ごろから待ち行列の解析

に使われてきましたが，その後，地震の発生や神経細

胞の発火の解析にも用いられるようになり，現在では

大量の時系列データや空間データが利用できるように

なったこともあって，様々な分野の確率モデルに応用

されています．特に，定常な (確率分布が平行移動に

関して不変な) 点過程は，1次元のものは待ち行列の，

多次元空間版は無線ネットワークのモデル化／解析に

用いられ (文献 [1, 2] を参照)，なかでもパルム確率を

基に展開される理論はパルム解析 (Palm calculus) と

呼ばれ，定常点過程を用いて表わされる確率モデルを

解析するうえで強力なツールとして知られています．

ヌヴーの交換公式 (Neveu’s exchange formula) は

パルム解析における基本公式の一つであり，二つの同

時に定常な点過程それぞれのパルム分布を結びつける

ものです．この公式の 1次元版は待ち行列などの解析

に用いられますが，それをそのまま多次元空間に拡張

した形は残念ながらあまり使い勝手が良いとは言えま

せん．本稿では，より汎用性の高い形の空間点過程版

ヌヴーの交換公式を紹介し，それがクラスタ点過程を

用いて表わされる確率モデルの解析に有用であること

を例示します．ここでクラスタ点過程とは，複数個の

点からなるクラスタが多数存在している様子を表わす

点過程であり，たとえば駅の周辺や繁華街など，人が

密集しやすいところの無線端末 (スマホなど) の位置
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をモデル化するのに用いられます．このようなクラス

タ点過程を用いてモデル化される無線ネットワークの

解析に新しいヌヴーの交換公式がどのように使われる

のかを見てもらえればと思います．

2. ヌヴーの交換公式

2.1 1次元から多次元へ

初めに 1 次元定常点過程に対するヌヴーの交換公

式を見てみましょう．Φ =
∑∞

n=−∞ δXn と Ψ =∑∞
m=−∞ δYm を実数の集合 R 上で同時に定常かつ

ともに単純な二つの点過程とします．ここで単純とは，

同じ位置に二つ以上の点が重なって存在しないことを

いいます．また，δx はディラック測度であり，R 上の
確率変数列 {Xn}∞n=−∞ と {Ym}∞m=−∞ にはそれぞれ

· · · < X0 ≤ 0 < X1 < · · · ,
· · · < Y0 ≤ 0 < Y1 < · · ·

を満たすように添え字が付けられているものとします．

単位時間あたりの点の数の期待値 λΦ = E[Φ([0, 1))],

λΨ = E[Ψ([0, 1))] をそれぞれ点過程 Φ, Ψ の強度とい

い，ともに正かつ有限であることを仮定します．この

とき，Φ, Ψ それぞれに対するパルム確率 P0
Φ, P

0
Ψ が

定義できて，P0
Φ(X0 = 0) = 1，P0

Ψ(Y0 = 0) = 1 を

満たします (文献 [1]を参照)．パルム確率についての

解説は文献 [1] にもありますが，とりあえずは原点 0

に点過程の点があることが与えられたときの条件付き

確率と考えてもらえれば十分です．これら二つのパル

ム確率の間に以下の公式が成り立つことが知られてい

ます．
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�命題 1 (1次元版ヌヴーの交換公式 [3]) �
点過程 Φ, Ψ と同時に定常な実数値確率過程

{ξ(t)}t∈R に対して，

λΨE
0
Ψ[ξ(0)] = λΦE

0
Φ

[ ∞∑
m=−∞

ξ(Ym)1[0,X1)(Ym)

]
(1)

が (期待値が定義できる限りにおいて) 成り立つ．

ここで，E0
Φ，E

0
Ψ はそれぞれ P0

Φ，P
0
Ψ についての

期待値であり，1B は

1B(x) =

1 (x ∈ B)

0 (x ̸∈ B)

によって定義される指示関数である．� �
(1) 式の両辺はそれぞれ Ψ と Φ のパルム確率に

ついての期待値によって表わされており，ヌヴーの交

換公式が二つのパルム分布を結びつけるものであるこ

とがわかります．(1) 式に ξ(t) ≡ 1 を代入すると，

ただちに E0
Φ

[
Ψ([0, X1))

]
= λΨ/λΦ が得られます．

P0
Φ(X0 = 0) = 1 であることに注意すると，これは Φ

の隣り合う二つの点 X0 と X1 の間にある Ψ の点の

数の期待値が二つの点過程の強度の比で与えられるこ

とを示しています．よって (1) 式は，

E0
Ψ[ξ(0)] =

E0
Φ

[∑∞
m=−∞ ξ(Ym)1[0,X1)(Ym)

]
E0
Φ[Ψ([0, X1))]

と等価です．この式において，たとえば Ψ =∑∞
m=−∞ δYm を待ち行列への客の到着時刻列，Φ =∑∞
n=−∞ δXn を系内客数が 0 のときの客の到着時刻

列，そして ξ(t) = ξ(Ym) (t ∈ [Ym, Ym+1)) を時刻 Ym

に到着した客が得る何らかの報酬を表わすものとする

と，定常状態において一人の客が得る報酬の期待値が，

客数が 0の状態から再び 0になるまでの間に到着した

客数の期待値とそれらの客が得る報酬の総和の期待値

との比で与えられることがわかります．

次に (1) 式を多次元空間に拡張することを考えま

しょう．1 次元のときは点過程の一つの点からその次

の点までの区間を考えましたが，2 次元以上の点過程

の場合，一つの点からその次の点までという考え方が

できません．そこで，代わりにボロノイ分割 (Voronoi

tessellation) を利用します．dを 2以上の整数として，

Φ =
∑∞

n=1 δXn を Rd 上の単純な点過程とします．1

次元の点過程と違って，Xn (n = 1, 2, . . .) の添え字の

1二つのボロノイセルの境界はどちらのセルにも属してお
り，厳密な意味での分割ではないことに注意が必要です．
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図 1 2 次元点過程のサンプルとボロノイ分割 (文献 [2] か

ら抜粋)

付け方に特に決まりはありません．このとき，

VΦ(Xn) :=
{
x ∈ Rd

∣∣ ∥x−Xn∥ ≤ ∥x−Xn′∥,
n′ = 1, 2, . . .

}
を点 Xn のボロノイセル，{VΦ(Xn)}∞n=1 を点過程 Φ

によるボロノイ分割といいます．ここで ∥ · ∥ はユー
クリッド距離を表わします．VΦ(Xn) 内のどこから見

ても最も近い Φ の点が Xn になるように Rd が分割

されていることがわかるでしょう (図 1 を参照)1．

さて，Φ =
∑∞

n=1 δXn と Ψ =
∑∞

m=1 δYm を

Rd 上で同時に定常かつともに単純な二つの点過程と

して，それぞれの強度 λΦ = E[Φ([0, 1)d)] と λΨ =

E[Ψ([0, 1)d)]はともに正かつ有限であると仮定します．

このとき，Φ，Ψ それぞれに対するパルム確率 P0
Φ，P

0
Ψ

が定義できて，P0
Φ(Φ({0}) = 1) = 1，P0

Ψ(Ψ({0}) =
1) = 1 を満たします．ここで，事象 {Φ({0}) = 1} は
原点 0 に Φ の点があることを表わしていますが，表

記上の約束として，原点にある点に添え字 0 を付ける

ことにします．すなわち，事象 {Φ({0}) = 1} 上では
X0 = 0 であり，同様に {Ψ({0}) = 1} 上では Y0 = 0

です．�命題 2 (多次元版ヌヴーの交換公式 [4]) �
{VΦ(Xn)}∞n=0 を事象 {Φ({0}) = 1} が与えられ
たときの Φ によるボロノイ分割，{ξ(t)}t∈Rd を

Φ, Ψ と同時に定常な実数値確率場とする．この

とき，

P0
Φ

(
{VΦ(Xn)}∞n=0 の境界上に Ψの点がない

)
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= 1

ならば，

λΨE
0
Ψ[ξ(0)] = λΦE

0
Φ

[ ∞∑
m=1

ξ(Ym)1VΦ(0)(Ym)

]
(2)

が (期待値が定義できる限りにおいて) 成り立つ．� �
1 次元のときは X0 = 0 から X1 までの間の Ψ の

点を見ていたのに対して，(2) 式では X0 = 0 のボロ

ノイセル内の Ψ の点を見ています．(2) 式において

ξ(t) ≡ 1 とすると，ただちに E0
Φ[Ψ(VΦ(0))] = λΨ/λΦ

が得られます．これは Φ の一つのボロノイセル内にあ

る Ψ の点の数の期待値が二つの点過程の強度の比で

与えられることを示しています．たとえば，Φ がセル

ラネットワークの基地局の位置，Ψ が端末の位置を表

わすものとして，セルラネットワークのセルがボロノ

イセルによって与えられていると仮定すると，一つの

基地局がカバーする端末の数の期待値が得られます．

2.2 一般化

(2) 式はボロノイ分割が現れない場面では使うこと

ができず，応用範囲が広いとは言えません．そこで，ボ

ロノイ分割に頼らない形のヌヴーの交換公式を考えま

しょう．そのための準備として，Rd 上のシフト作用

素 St (t ∈ Rd) を導入します．すなわち，Rd 上の測

度 ν に対して Stν も Rd 上の測度であり，

Stν(B) = ν(B + t) (B ∈ B(Rd))

を満たします2．ただし，B + t := {x+ t | x ∈ B} で
す．たとえば Rd 上の点過程 Ψ =

∑∞
m=1 δYm に対し

ては，

StΨ(B) =

∞∑
m=1

δYm(B + t) =

∞∑
m=1

δYm−t(B)

であり，St によって Ψ のすべての点が −t だけシフ

トされます．

命題 2 と同様に，Φ =
∑∞

n=1 δXn と Ψ =∑∞
m=1 δYm を Rd 上で同時に定常かつともに単純な二

つの点過程として，それぞれの強度 λΦ と λΨ はとも

に正かつ有限であると仮定します．このとき，次の定

理が得られます．�定理 1 (多次元版汎用ヌヴーの交換公式 [5]) �
Ψn =

∑κn
k=1 δYn,k (n = 1, 2, . . .) を Rd 上

の点過程の族として，Φ のそれぞれの点にマー

2B(Rd) は Rd 上のボレル集合体を表わします．

図 2 2 次元クラスタ点過程のサンプル (• がクラスタ点過
程の点，×+ が親過程の点)

ク Ψn を付けた Φ̃ =
∑∞

n=1 δ(Xn,Ψn) が定常

なマーク付き点過程であって，さらに S−XnΨn =∑κn
k=1 δXn+Yn,k (n = 1, 2, . . .) が Ψ の分割で

あるとする (すなわち Ψ =
∑∞

n=1 S−XnΨn)．

このとき，Φ, Ψ と同時に定常な実数値確率場

{ξ(t)}t∈Rd に対して，

λΨ E0
Ψ[ξ(0)] = λΦE

0
Φ

[ κ0∑
k=1

ξ(Y0,k)

]
(3)

が (期待値が定義できる限りにおいて) 成り立つ．

ただし，Ψ0 =
∑κ0

k=1 δY0,k は事象 {Φ({0}) = 1}
が与えられたときの X0 = 0 のマークである．� �
定理 1 において，S−XnΨn(·) = Ψ(· ∩ VΦ(Xn))

(n = 1, 2, . . .) とすると命題 2 の (2) 式が得られます．

すなわち，(3) 式は (2) 式の一般化であることがわか

ります．

3. クラスタ点過程への応用

新しいヌヴーの交換公式がどのようにクラスタ点過

程に応用されるのかを見てみましょう．クラスタ点過

程は，親過程と呼ばれる点過程のそれぞれの点の位置

に子過程と呼ばれる別の (通常は点の数が有限の) 点過

程を配置することによって構成され，複数個の点から

なるクラスタが多数存在している様子を表わすのに用

いられます (図 2 を参照)．ここでは定常ポアソン-ポ

アソン・クラスタ点過程と呼ばれるものを考えます．

3.1 定常ポアソン-ポアソン・クラスタ点過程

Rd 上で定常なポアソン-ポアソン・クラスタ点過程は，

親過程 Φ =
∑∞

n=1 δXn を均質な (homogeneous)ポア
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ソン点過程，子過程 Ψn =
∑κn

k=1 δYn,k (n = 1, 2, . . .)

を互いに独立で Φ とも独立な有限ポアソン点過程と

して，

Ψ =

∞∑
n=1

S−XnΨn =
∞∑

n=1

κn∑
k=1

δXn+Yn,k

によって与えられます．ここで，親過程の強度 λΦ は正

かつ有限の値をもち，子過程の強度測度は E[Ψn(B)] =

µQ(B) (B ∈ B(Rd)，n = 1, 2, . . .) によって与えら

れるものとします．ただし，µ は正かつ有限の値をも

ち，Q は Rd 上の確率分布です．このとき，一つの子

過程 Ψn がもつ点の数 κn は平均 µ のポアソン分布

にしたがい，よって点過程 Ψの強度は λΨ = λΦ µ で

す．また，子過程のそれぞれの点は互いに独立に分布

Q にしたがって Rd 上に置かれます．さらに，Ψ が単

純となるために Q({x}) = 0 (x ∈ Rd) を仮定します．

クラスタ点過程 Ψ とその親過程 Φ との間に定理１の

条件が成り立っていることに注意してください．

3.2 パルム版の母汎関数

Rd 上の点過程 Ψ =
∑∞

m=1 δYm の母汎関数 GΨ は，

Rd から [0, 1] への関数 h に対して，

GΨ(h) := E

[ ∞∏
m=1

h(Ym)

]
によって定義されます．確率母関数が非負整数値をと

る確率変数の分布を定めるのと同様に，母汎関数は点

過程の分布を定めます．Rd 上の定常ポアソン-ポアソ

ン・クラスタ点過程については，次の結果を得ること

ができます．

命題 3 (クラスタ点過程の母汎関数 [4])� �
Ψ を 3.1 節で定義した Rd 上の定常ポアソン-ポ

アソン・クラスタ点過程とすると，Rd から [0, 1]

への任意の関数 h に対して，

GΨ(h) = E

[ ∞∏
n=1

h̃(Xn)

]
= GΦ

(
h̃
)

(4)

が成り立つ．ここで，

h̃(x) = exp

(
−µ

∫
[1− h(x+ y)]Q(dy)

)
,

GΦ(h̃) = exp

(
−λΦ

∫
[1− h̃(x)] dx

)
である3．� �
命題 3 において，GΦ は親過程 Φ の母汎関数，

h̃(x) は親過程の一つの点が x ∈ Rd にあることが

3以下，特に断らない限り，積分の領域は Rd です．

与えられたときその位置にシフトされた子過程の母汎

関数を表わしています．親過程 Φ =
∑∞

n=1 δXn が

与えられたという条件のもとで，シフトされた子過程

S−XnΨn =
∑κn

k=1 δXn+Yn,k (n = 1, 2, . . .) は互いに

独立であることから (4) 式を導くことができます．

ここまではまだヌヴーの交換公式を使っていません．

次に Ψ のパルム確率による母汎関数

G0
Ψ(h) := E0

Ψ

[ ∞∏
m=1

h(Ym)

]
を考えます．ただし，事象 {Ψ({0}) = 1} において原
点 0 に固定された点 Y0 を除いています (定数 h(0) を

かけるかどうかだけの違いです)．定理 1 を用いると，

次の結果を示すことができます．�定理 2 (パルム版の母汎関数 [5, 6]) �
Ψ を命題 3 と同じ Rd 上の定常ポアソン-ポアソ

ン・クラスタ点過程とすると，Rd から [0, 1] へ

の任意の関数 h に対して，

G0
Ψ(h) = GΨ(h)

∫
h̃(t)Q(−dt) (5)

が成り立つ．ただし，−B = {−x | x ∈ B}
(B ∈ B(Rd)) である．� �
(5) 式の右辺は命題 3 の (4) 式に

∫
h̃(t)Q(−dt) を

かけているだけです．Q(−B) (B ∈ B(Rd)) は原点 0

に Ψ の点があることが与えられたときのその親点の

位置の分布を表わすので，この積分項は，原点に Ψ の

点があることが与えられたとき，その親点の位置にシ

フトされた子過程の母汎関数を表わしています．よっ

て，定理 2 から次のことがわかります．すなわち，定

常ポアソン-ポアソン・クラスタ点過程 Ψ に対して，原

点 0 に子過程の点をもつような親点の位置に子過程を

シフトして，それを元の Ψ の点配置に重ねることに

よって Ψ のパルム版 ({Ψ({0}) = 1} を条件付けたと
き) の点配置を得ることができます．このことは，親

過程 Φ はポアソン点過程なので任意の位置に新しく 1

点を加えても元の点配置の分布が変わらないこと (ス

リヴニャク (Slivnyak) の定理 [4]4)，および子過程が

互いに独立であることからも説明することができます．

それでは，定理 2 の証明にヌヴーの交換公式がどの

ように用いられているのかを見てみましょう．子過程

は (有限) ポアソン点過程なので，親過程 Φ が与えら

れれば，Ψ は条件付き強度測度 µ
∑∞

n=1 S−XnQ をも

41 次元での PASTA (Poisson Arrivals See Time Av-
erages) と呼ばれる性質に対応します．
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つ不均質なポアソン点過程です．ポアソン点過程のパ

ルム分布は (パルム分布によって固定された点を除け

ば) 元の分布と変わらないことから (スリヴニャクの

定理)，(4) 式と同様に，

E0
Ψ

[ ∞∏
m=1

h(Ym)

∣∣∣∣ Φ] =

∞∏
n=1

h̃(Xn)

が成り立ちます．この右辺に対して確率 P について期

待値を考えると命題 3 の (4) 式が得られるのですが，

ここでは P0
Ψ についての期待値を考えます．そして，

ヌヴーの交換公式 (3) を用いて P0
Φ についての期待値

に変換すると，

E0
Ψ

[ ∞∏
n=1

h̃(Xn)

]
=

1

µ
E0
Φ

[ κ0∑
k=1

∞∏
n=0

h̃(Xn − Y0,k)

]
が得られます．ここでの注意点として，左辺では事象

{Ψ({0}) = 1} を条件付けていて，原点 0 に Φ の点

はないので n = 1 からの積であるのに対して，右辺で

は {Φ({0}) = 1} を条件付けており，X0 = 0 の項を

入れて n = 0 からの積になっています．ここからの手

順は省略しますが，Φ =
∑∞

n=1 δXn が均質なポアソン

点過程であることなどを用いて (5) 式を導くことがで

きます (文献 [5] を参照5)．

4. 無線ネットワークへの応用

定理 1 を無線ネットワークの解析に応用してみま

しょう．この節では d = 2 であることを想定していま

すが，理論上は (4.3 節の数値例以外は) d ≥ 2 で成り

立ちます．

4.1 端末間通信ネットワークのモデル

端末同士が基地局を介さないで直接通信を行う

(device-to-device; D2D)無線ネットワークのモデルを

考えます．無数の端末が定常点過程 Ψ =
∑∞

m=1 δYm

にしたがって Rd 上に分布しており，それぞれの端末は

各時刻において，互いに独立に確率 p ∈ (0, 1) で送信

モード, 確率 1− p で受信モードであるとします (ハー

フデュプレックス／ランダムアクセス)．送信モードの

端末は無線信号を送ることはできますが，受け取ること

はできません．逆に，受信モードの端末は信号を受け

取ることはできますが，送ることはできません．送信

モードの端末はすべて同じ出力 (1に正規化) で送信を

行い，周波数帯域も同じである (よって無線電波が互い

に干渉する) と仮定します．いま，事象 {Ψ({0}) = 1}
を条件付けて原点 0 にある端末に着目し，この端末が

5文献 [6] に別証明があります．

通信相手の端末から何らかのメッセージを受け取る状

況を考えます．

送信モードの端末から送られる信号は距離に応じて弱

くなり最終的に届かなくなりますが，これを経路損失関

数 ℓ ((0,∞) → [0,∞)) によって表わします．ここで，

関数 ℓは ℓ(r) ≥ 0 (r > 0)かつ
∫∞
ϵ

ℓ(r) rd−1 dr < ∞
(ϵ > 0) を満たすものとします．また，無線電波の反射

／回折／共鳴などによる変動 (フェイディング／シャ

ドウィング) を確率変数 Hm (m = 1, 2, . . .) によっ

て表わします．すなわち，送信モードの端末の位置を

表わす点過程を ΨTx =
∑∞

m=1 δY ′
m
とすると，Hm は

位置 Y ′
m にある端末から送られる信号の強さの変動を

表わし，ここでは互いに独立に平均 1の指数分布にし

たがうと仮定します (レイリーフェイディングといい

ます)．このとき，位置 Y ′
m にある送信モードの端末

から送られる信号が原点 0 に届くときの信号の強さ

は Hm ℓ(∥Y ′
m∥) と表わされます．いま仮に，原点 0

にある受信モードの端末が位置 Y ′
m にある送信モード

の端末と通信を行っているとすると，そのメッセージ

を受け取ることができるかどうかは信号対干渉雑音比

(signal-to-interference-plus-noise ratio; SINR)

SINRm =
Hm ℓ(∥Y ′

m∥)∑∞
j=1
j ̸=m

Hj ℓ(∥Y ′
j ∥) +N

によって評価されます．ここで，右辺分母の N は原点

でのノイズを表わす定数であり，
∑∞

j=1,j ̸=m Hj ℓ(∥Y ′
j ∥)

は通信相手以外の送信モード端末から届く干渉信号の

強さを表わします．すなわち，ある与えられたしきい

値 θ (> 0) より SINR が大きければ，通信相手からの

メッセージを無事に受け取ることができるというわけ

です．

4.2 被覆確率

受信モードの端末は最も近い送信モードの端末と通

信を行うと仮定しましょう．このとき，原点 0 にある

端末が通信相手からのメッセージを受け取ることがで

きる確率は，

CP(θ) = (1− p)

∞∑
m=1

P0
Ψ

(
SINRm > θ,

∥Y ′
m∥ ≤ ∥Y ′

j ∥, j = 1, 2, . . .
)
.

と表わされます．これを被覆確率 (coverage probabil-

ity) と呼びます．ここで，右辺の最初の (1− p) は原

点にある端末が受信モードである確率を表わし，その

次の
∑∞

m=1 P
0
Ψ(·) では，どの送信モード端末が通信相

手なのかを場合分けすることによって，SINR がしき

い値 θ を超える確率を考えています．
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さて，端末の位置を表わす点過程 Ψ が 3 節で考え

た定常ポアソン-ポアソン・クラスタ点過程であるとし

ます．このとき，送信モードの端末の位置を表わす点

過程 ΨTx もまた定常ポアソン-ポアソン・クラスタ点

過程であり，その親過程 Φ =
∑∞

n=1 δXn はそのまま

強度 λΦ ∈ (0,∞) の均質なポアソン点過程，子過程

Ψ′
n =

∑κ′
n

k=1 δY ′
n,k

(n = 1, 2, . . .) は強度測度 p µQ の

有限ポアソン点過程となります．そして，定理 1 を用

いて次の結果を示すことができます．�定理 3 (端末間通信の被覆確率 [5]) �
上で述べた端末間通信ネットワークのモデルに

対して，

CP(θ) = (1− p)

∫ (
I1,θ(t) + I2,θ(t)

)
Q(−dt)

(6)

が成り立つ．ただし，

I1,θ(t) = pµ

∫
e−θN/ℓ(∥y∥) Cθ(y, t)

× Eθ(y)Q(dy − t),

I2,θ(t) = λΦ pµ

∫ ∫
e−θN/ℓ(∥y∥) Cθ(y, t)

× Cθ(y, x)Eθ(y)Q(dy − x) dx,

Eθ(y) = exp

(
−λΦ

∫ [
1− Cθ(y, w)

]
dw

)
,

Cθ(y, x) = exp

(
−pµ

[
1−∫

∥z∥>∥y∥

(
1 + θ

ℓ(∥z∥)
ℓ(∥y∥)

)−1

Q(dz − x)

])
である．� �
目を覆いたくなるような式が出てきてしまいました

が，我慢して定理 3に現れる式の中身を覗いてみましょ

う．まず (6) 式の Q(−dt) は，3.2 節でも述べた通り，

原点 0 にある Ψ の点の親点の位置の分布を表わしま

す．よって，I1,θ(t)，I2,θ(t) において，変数 t ∈ Rd は

原点にある Ψ の点の親点の位置を表わしています．そ

して，I1,θ(t) は原点にある端末の通信相手の位置が同

じ子過程に属する点の場合，I2,θ(t) は通信相手の位置

が異なる子過程の点である場合にそれぞれ対応します．

すなわち，これらの式において原点にある端末の通信

相手の位置は変数 y で表わされており，その親点の位

置は I1,θ(t) では t，I2,θ(t) では x です．また Eθ(y)

は，原点の端末が属するものでも通信相手が属するも

のでもない，他のすべての子過程からの影響を表わし，

Cθ(y, x) は位置 x に親点をもつ子過程からの影響を表

わしています．

では，ヌヴーの交換公式がどのように用いられてい
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図 3 被覆確率の数値計算結果 (x dB = 10x/10)

るのかを見るために，定理 3 の証明の手順を追ってみ

ましょう．3.2 節と同様に，親過程 Φ が与えられれば，

送信モードの端末の位置を表わす点過程 ΨTx は条件

付き強度測度 pµ
∑∞

n=1 S−XnQ をもつ不均質なポア

ソン点過程です．送信端末がポアソン点過程にしたが

う場合の被覆確率は既に知られていますので ([2] を参

照)，同様の議論を用いることによって，親過程 Φ が

与えられたときの条件付き被覆確率を得ることができ

ます．そして，事象 {Ψ({0}) = 1} を条件付けている
ことから P0

Ψ についての期待値によって条件を外し，

ここでヌヴーの交換公式を用いて P0
Φ についての期待

値に変換します．あとは Φ が均質なポアソン点過程で

あることなどを用いて (6) 式を導くことができます．

4.3 数値計算結果

定理 3で得られた結果を実際に計算してみましょう．

ここでは d = 2 として，子過程の点の位置の分布 Q を

Q(dx) = fo(∥x∥) dxかつ fo(s) = e−s2/(2σ2)/(2πσ2)

と定めています．すなわち，子過程の点は互いに独立に

それぞれ分散 σ2 をもつ点対称な正規分布にしたがっ

て親点のまわりに置かれます．こうして得られるポア

ソン-ポアソン・クラスタ点過程はトーマス (Thomas)

点過程 と呼ばれます．そして，λΦ = π−1，µ = 10，

p = 0.5，ℓ(r) = r−4，N = 0 として計算した結果が

図 3です．比較のため，端末の位置が均質なポアソン

点過程にしたがう場合 (σ2 → ∞) の結果も載せてい

ます．

図 3 から，子過程の点配置の分散 σ2 が小さいほど

被覆確率が大きく，σ2 が大きくなるにつれてポアソン

点過程の場合に近づく様子が見られます．これは，受

信端末の位置が送信端末と同じクラスタ点過程の点で

あるからで，同じようにクラスタ点過程を用いて表わ

されるモデルでも，受信端末の位置が送信端末の位置
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を表わす点過程と独立な場合は反対に σ2 の値が小さ

いほど被覆確率は小さくなります ([7] を参照)．この

ことは，受信端末と送信端末が同じクラスタ点過程の

点である場合は受信端末の近くに通信相手がいるのに

対して，受信端末の位置が送信端末の位置を表す点過

程と独立な場合は受信端末と通信相手が離れてしまっ

ているからと考えられます．

5. おわりに

多次元空間上で同時に定常な二つの点過程の間に成

立するヌヴーの交換公式の一般化とそのクラスタ点過

程への応用，さらに無線ネットワークへの応用につい

て解説しました．少し難しかったかもしれませんが，

この拙文を通して点過程やパルム解析に興味をもつ人

が一人でもいれば幸いです．
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