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私たちは日々の生活の中で，はじめに番号の書かれた整理券を受け取って，その番号が呼ばれることによって
サービスを受けられるようなサービス施設をたびたび利用します．整理券付き待ち行列 (ticket queues)は，この
ように整理券によって客へのサービスの順番を管理しているサービス施設に対して，その確率的な挙動を表現す
る数理モデルです．整理券付き待ち行列の最大の特徴は，整理券を受け取っていながらサービスを受けずに去っ
てしまう客がいるために，整理券番号から知ることのできる待ち人数と実際の待ち人数が異なっていることがあ
るという点です．本稿では，第 37 回待ち行列シンポジウムにおいて筆者らが発表した内容を中心に，整理券付
き待ち行列について解説します．
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1. はじめに

私たちの多くは，たとえば銀行，郵便局，市 (区)役

所，病院，レストランなどで，はじめに番号の書かれた

整理券を受け取って，その番号が呼ばれることによっ

て所望のサービスが受けられるという体験をしたこと

があるでしょう．このような整理券システムを採用し

ている施設では，大抵のところでサービス中の客の整

理券番号が表示されたディスプレイが設置され，待っ

ている客は自分の番が近づいてくるのを確認できるよ

うになっています (図 1を参照)．

施設がこうした整理券システムを採用することの利

点として，客に物理的な列をつくって順番に並んでも

らう必要がないという点があげられます．物理的な列

がないので列の整理をしなくてすむうえに，複数種類

のサービスを提供する場合も複数種類の整理券を用意

すれば対応できます．客のほうも呼ばれるまでくつろ

いで待ち時間を過ごすことができます．ディスプレイ

にサービス中の客の番号が表示されていれば，自分の

番号と照らし合わせておおよその待ち時間を予測でき

るので，時間があると思えば施設を離れて別の用事を

済ませてきても，自分の番までに戻れば何の問題もあ

りません．また，実際に並んでいるところを他人に見

られないので，プライバシーの保護にも役立ちます．

一方で，実際に客が並んでいる様子が見えないうえに，

整理券を受け取っていながらサービスを受けずに去っ

てしまう客がいるために，実際に待っている客の数が
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図 1 整理券システムを採用したサービス施設

正確にはわからないという難点があります．今この記

事を読んでいる人の中にも，待ち時間に余裕があると

思って施設を離れて戻ってきたときに，予想以上に列

が進むのが速くて自分の順番が過ぎてしまっていたと

いう経験のある人がいるかもしれません．

整理券付き待ち行列 (ticket queues)は，このように

整理券によって客へのサービスの順番を管理している

サービス施設に対して，その確率的な挙動を表現する

数理モデルです．本稿では，第 37回待ち行列シンポジ

ウム (2021 年 1 月 25–27 日，オンライン開催)におい

て筆者らが発表した内容 [5]を中心に，整理券付き待ち

行列について解説します．

2. 整理券付き待ち行列モデル

まず，整理券付き待ち行列のモデルとして，どんな

ものが考えられるのかを見てみましょう．

前節でも述べたように，整理券付き待ち行列の最大

の特徴は，整理券番号から知ることのできる待ち人数

が実際に待っている客の数とは異なっていることがあ

るという点です．本稿では，整理券番号から知ること

のできる待ち人数にサービス中の客を加えた数を見か

けの待ち行列長，実際の (整理券を受け取っていながら

サービスを受けずに去ってしまった客を除いた)待ち人
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数にサービス中の客を加えた数を実際の待ち行列長と

呼ぶことにします．施設によっては，サービス中の客

の番号を表示するディスプレイがなく，見かけの待ち

行列長さえわからないところもありますが，本稿では

そういう施設は考えずに，常にサービス中の客の番号

(サービス中の客がいないときは次に発行される整理券

の番号)がディスプレイに表示され，客は整理券の番号

順にサービスを受けるものとします．また，整理券を

受け取る前に見かけの待ち行列長がわかるところもあ

り，やってきた客が整理券を受け取らずに去ってしま

うこともあるかもしれませんが，本稿ではこのような

客は無視して，整理券を受け取った客だけを到着客と

みなします．

客は施設にやってくると整理券を受け取って見かけ

の待ち行列長を確認し，それによって，サービスを受

けるまで待つか，それともあきらめて施設を去るかな

どの意思決定をします．本稿では，サービスを受ける

ために待つことを参入，あきらめて去ってしまうこと

を参入放棄と呼ぶことにします．たとえば Xu et al. [3]

は，定常ポアソン過程に従って客が到着し，サービス

時間が互いに独立に指数分布に従う単一サーバ待ち行

列 (M/M/1 待ち行列)において，到着したときの見か

けの待ち行列長がしきい値 K より小さければ参入し，

K 以上ならば参入放棄するモデルを考えています．

到着して見かけの待ち行列長を確認したとき，参入

するか放棄するかだけではなく，自分の番がすぐには

廻ってこないと判断した客は，しばらく施設を離れてま

たあとで戻ってこようと思うかもしれません．このよ

うに再び戻ってくることを意図していったん施設を離

れることを一時離脱と呼ぶことにします．一時離脱を

した客は，自分の番までに戻ってこなければサービスを

受ける機会を失うかもしれません．Hanukov et al. [2]

は，参入放棄と一時離脱のある M/M/1 待ち行列モデ

ルを扱っています．すなわち，2つのしきい値mと n

(m < n)があり，到着したときの見かけの待ち行列長が

m以下ならば参入し，n 以上なら参入放棄，そして m

より大きく n より小さければ一時離脱するというモデ

ルです．一時離脱した客は，指数分布に従う時間が経

過すると戻ってきますが，そのときに自分の順番が過

ぎていたらサーバが空いている場合を除いてサービス

を受けることはできません．

一度は参入すると決めても，やっぱり待ちきれなく

なって去ってしまう客もいるでしょう．これを途中放

棄と呼ぶことにします．Ding et al. [1]は，M/M/1 待

ち行列において，すべての客がいったん参入したあと

図 2 状態の推移

サービスを受けられるまでに，自分より前の見かけの

待ち人数に応じた率で途中放棄するモデルを考えてい

ます．

Xu et al. [3]や Hanukov et al. [2]のモデルでは，す

べての客の行動が共通のしきい値によって決められて

います．しかし，見かけの待ち行列長を確認したとき

の判断の基準は客によって異なるかもしれません．車

塚 [4]は，このような客ごとの判断基準の違いを確率を

用いて表わしています．すなわち，客が到着したとき

の見かけの待ち行列長を d としたとき，その客は確率

q(d)で参入放棄し，確率 1− q(d)で参入する M/M/1

待ち行列モデルを考えています．このモデルにおいて，

d < K のとき q(d) = 0，d ≥ K のとき q(d) = 1とする

と，[3]と同じものが得られます．さらに筆者ら [5]は

[4]を一般化して，サービス時間が特定の分布に従うの

ではなく，独立かつ同一の分布に従うことを仮定した

(M/G/1待ち行列)モデルを解析しています．

3. 状態の表現

整理券付き待ち行列では，客の到着やサービスの終

了などによって，実際の待ち行列長と見かけの待ち行

列長が変化します．しかし，これらの 1時点での値だ

けでは状態の推移を正確に表わすことはできません．

このことを図を見ながら確認しましょう．以下では，

参入放棄のあるモデルに焦点を当て，一時離脱や途中

放棄は扱いません．また，サーバの数が 1つの場合に

限って話をします．

客が到着して参入すると，実際の待ち行列長と見か

けの待ち行列長の両方が 1ずつ増加します (図 2左か

ら右上の状態)．一方，到着客が参入放棄した場合は，

見かけの待ち行列長は 1増加しますが，実際の待ち行

列長は変わりません (図 2左から右中段の状態)．すな

わち，時刻 t での実際の待ち行列長と見かけの待ち行
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列長をそれぞれ L(t ), D(t )として，時刻 t に客が到着す

ると，

(
L(t ),D(t )

)={ (
L(t−)+1,D(t−)+1

)
, 参入,(

L(t−),D(t−)+1
)
, 参入放棄,

となります．このように，客が到着したときの推移に

ついては，その時点での実際の待ち行列長と見かけの

待ち行列長だけで表わすことができます．

次に，サービスが終了したときを考えます．このと

き，実際の待ち行列長は 1だけ減少します．では，見

かけの待ち行列長はどうでしょう? サービスを終了し

たばかりの客とその次に実際に待っている客の間には

参入放棄した客がいたかもしれません．参入放棄した

客は見かけの待ち行列には (整理券番号のうえでは)並

んでいますが，実際にはいないので，次に実際に待って

いる客がサービスを受けることになります．したがっ

て，サービスを終了したばかりの客の整理券番号と次

に実際に待っている客の整理券番号の差の分だけ見か

けの待ち行列長が減少します．この差を表わす変数を

n1(t )とすると，サービスの終了時刻 t において，(
L(t ),D(t )

)= (
L(t−)−1,D(t−)−n1(t−)

)
となります．図 2 の左の状態では，先頭の客と次に

実際に待っている客の間に参入放棄した客が 3 人い

るので，サービスが終了すると見かけの待ち行列長は

n1(t−) = 3+1 = 4だけ減少して，図 2の右下の状態に

なります．

以上のように，サービスが終了したときの状態推移

を表わそうとすると，参入したそれぞれの客の間にど

れだけ参入放棄した客がいるのかを知っておく必要が

あります．そこで，L(t ) ≥ 1のとき k = 1,2, . . . ,L(t )に

対して，nk (t )を実際の待ち行列の k 番目に並んでい

る客と k+1番目に並んでいる客の整理券番号の差とし

ます (ここで 1 番目はサービスを受けている客を指し

ます)．ただし，nL(t )(t )は実際の待ち行列の最後尾に

並んでいる客の整理券番号と次に発行される整理券番

号の差です．このとき，
∑L(t )

k=1 nk (t ) = D(t )が成り立っ

ていることに注意してください．そして，変数 x(t )を

x(t ) =
{ (

n1(t ),n2(t ), . . . ,nL(t )(t )
)
, L(t ) ≥ 1,

0, L(t ) = 0,
(1)

と定義します．たとえば，図 2の左側の状態は x(t ) =
(4,2)であり，図 3の状態は x(t ) = (4,3,2)です．この状

態変数 x(t )によって，時刻 t に客の到着またはサービ

図 3 状態変数

スの終了があったときの状態推移は，

x(t ) =


(
n1(t−), . . . ,nL(t−)(t−),1

)
, 参入,(

n1(t−), . . . ,nL(t−)(t−)+1
)
, 参入放棄,(

n2(t−), . . . ,nL(t−)(t−)
)
, サービス終了,

(2)

と表わすことができます．ただし，L(t−) = 1のときに

サービスが終了すると x(t ) = 0です．

4. モデル化と解析

本節では，筆者ら [5]による確率的な参入放棄のあ

るモデルを用いて，整理券付き待ち行列のモデル化と

解析の手順を紹介します．

4.1 モデル

(1), (2)式によって，整理券付き待ち行列の状態，そ

して客の到着時やサービス終了時の状態推移が表現で

きました．あとは，客の到着やサービス終了の起こる

タイミングについての確率分布と参入／参入放棄の意

思決定に関する仮定を導入すれば，ひとまずモデルは

完成です．

客は率 λ の定常ポアソン過程に従って到着するも

のとします．参入した客のサービス時間については特

に確率分布を定めず，互いに独立かつ到着過程とも独

立に同一の分布に従うことを仮定します．到着した客

は，そのときの見かけの待ち行列長を d とすると，確

率 q(d)で参入放棄し，確率 1−q(d)で参入します．た

だし q(0) = 0です．すなわち，見かけの待ち行列長が

0 (このとき実際の待ち行列長も 0)ならば必ず参入しま

す．このモデルは，サービス時間を表わす確率変数を

Gとして，

limsup
d→∞

(
1−q(d)

)< (λE[G])−1

であれば安定であり，定常状態が存在しますが，ここで

はさらに解析および数値計算を容易にするために，し

きい値 K を定めて d ≥ K のとき q(d) = 1とします．す

なわち，到着したときの見かけの待ち行列長が K 以上

であれば，客は必ず参入放棄します．この K を最大忍

耐レベルと呼ぶことにします．

このモデルにおいて，もしサービス時間が互いに独

立に指数分布に従うならば，(1), (2)式より得られる確率
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過程 {x(t )}t∈R は連続時間マルコフ連鎖です．しかし，
今はサービス時間に特定の確率分布を仮定していない

ので，{x(t )}t∈Rが連続時間マルコフ連鎖であるとは言
えません．そこで，サービスの終了時刻に着目します．

{tn }n∈Zをサービス終了時刻の列として，xn = x(tn )と

すると，サービス時間が独立に同一の分布に従うこと，

客の到着が定常ポアソン過程に従うこと，そして客の

参入／参入放棄の決定がそのときの見かけの待ち行列

長だけに依存していることから，確率過程 {xn }n∈Zは
離散時間マルコフ連鎖になります．

こうして離散時間マルコフ連鎖 {xn }n∈Zを得ること
ができました．しかし，これを直接解析することは，

最大忍耐レベル K が大きくなるにつれて難しくなりま

す．まず，(1)式からわかるように，ベクトル xn の次

元は K まで大きくなります．また，K が大きくなるほ

ど {xn }n∈Zの推移のパターンが増え，推移確率の計算
も複雑になります．そこで，やはり実際の待ち行列長

と見かけの待ち行列長だけで状態の推移を表現できる

ような近似モデルを考えることにします．

4.2 近似モデル

これまで見てきたとおり，実際の待ち行列長と見か

けの待ち行列長の 1時点での値だけでは状態の推移を

正確に表わすことができません．これを近似的に表わ

そうとすると，特にサービスが終了したときの状態推

移について工夫が必要です．以下では，近似モデルに

ついての記号には ∗をつけて表すことにします．たと
えば，L∗(t )は時刻 t における近似モデルの実際の待ち

行列長を表します．

近似モデルにおいて，時刻 t での実際の待ち行列長

と見かけの待ち行列長の差をM∗(t )とします．すなわ

ち，D∗(t ) = L∗(t )+M∗(t )です．M∗(t )は時刻 tに見か

けの待ち行列に (整理券番号のうえでは)並んでいる参

入放棄した客の数を表わしています．したがって，時

刻 t に客が到着したとき，(
L∗(t ), M∗(t )

)
=

{ (
L∗(t−)+1, M∗(t−)

)
, 参入,(

L∗(t−), M∗(t−)+1
)
, 参入放棄,

と推移します．たとえば図 4 では，客の到着直前で(
L∗(t−), M∗(t−)

)= (2,3)なので，到着客は確率 q(5)で

参入放棄して
(
L∗(t ), M∗(t )

)= (2,4)になり，確率 1−q(5)

で参入して
(
L∗(t ), M∗(t )

)= (3,3)になっています．

次に，時刻 t にサービスが終了したときの L∗(t ),

M∗(t )の推移を，

L∗(t ) = L∗(t−)−1,

図 4 到着時における近似モデルの状態推移

図 5 サービス終了時における近似モデルの状態推移

M∗(t ) = M∗(t−)−
� M∗(t−)

L∗(t−)

�
(3)

と定めます．ここで，�a�は正の数 a の小数点以下を

四捨五入した値を表わします (�a� = ba +1/2c)．(3)式

は，参入放棄した客が参入したそれぞれの客の後ろに

均等にいることを仮定したものです．たとえば図 5で

は，サービス終了の直前で
(
L∗(t−), M∗(t−)

)= (2,4)で

あり，参入放棄した客がサービス終了直前の客の後ろ

に 3人，次に実際に待っている客の後ろに 1人いるの

で，本当ならサービス終了後は状態 (1,1)に推移すると

ころですが，近似モデルでは実際にいる 2人の客の後

ろに 2人ずつ参入放棄した客がいると仮定して，サー

ビス終了後は
(
L∗(t ), M∗(t )

)= (1,2)になっています．

さらに，解析および数値計算を容易にするために，

サービス終了直後の M∗(t )の値を K −1で打ち切って

しまいます．すなわち，(3)式を

M∗(t ) = min
{

M∗(t−)−
� M∗(t−)

L∗(t−)

�
, K −1

}
と変更します．こうして得られた y∗(t ) = (

L∗(t ), M∗(t )
)

に対して，(近似前の元のモデルと同様に) サービス

終了時刻に着目して y∗
n = (

L∗(tn ), M∗(tn )
)
とすると，

{y∗
n }n∈Zは 2次元離散時間マルコフ連鎖であり，その

状態空間S は，

S = {(0,0)}∪{(ℓ,m); ℓ= 1,2, . . . ,K −1, m = 0,1, . . . ,K −1}

(4)

となります．

4.3 近似モデルの解析

それでは，前節で得られたマルコフ連鎖 {y∗
n }n∈Zの
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定常分布を求めましょう．それによって，近似モデル

の定常状態におけるサービス終了直後の実際の待ち行

列長や見かけの待ち行列長の確率分布を調べることが

できます．

(i ,m), ( j ,n) ∈S に対して，{y∗
n }n∈Zが状態 (i ,m)か

ら ( j ,n) へ推移する確率を p(i ,m),( j ,n) とします．こ

の p(i ,m),( j ,n) の具体的な表現は，1 人のサービス時

間中に客が何人やって来るのか，その中でどの人が

参入し，どの人が参入放棄するのかを考えれば求め

られるので，ここでは割愛します ([5] を参照)．そし

て，y∗
n = (

L∗(tn ), M∗(tn )
)
の第 1 成分 (実際の待ち行

列長) が i から j に推移する確率を並べた部分行列

を P i , j = (
p(i ,m),( j ,n)

)K−1
m,n=0, i , j = 0,1, . . . ,K − 1, とし

ます．ただし，(4)式の状態空間を見てもわかるとお

り，P i , j が K ×K 正方行列なのは i , j 6= 0のときだけ

で，P 0,0 = p(0,0),(0,0) であり，P i ,0 は K 次元列ベクト

ル，P 0, j は K 次元行ベクトルです．また，客のサービ

ス終了時刻に着目しているので，y∗
n の第 1成分 (実際

の待ち行列長)は 1 ステップで高々 1 しか減少しませ

ん．よって，i > j +1に対して P i , j =O (零行列または

零ベクトル)であることがわかります．

s ∈ S に対して，定常状態において y∗
n = s である

確率を πs としましょう．そして，ℓ = 0,1, . . . ,K − 1

に対して，定常状態において y∗
n の第 1 成分 (実際

の待ち行列長) が ℓ である確率を並べた行ベクトル

を πℓ = (
π(ℓ,0),π(ℓ,1), . . . ,π(ℓ,K−1)

)
とします．ただし，

π0 = π(0,0)であることに注意してください．そうする

と，離散時間マルコフ連鎖の平衡方程式から (i > j +1

に対して P i , j =Oであることに注意して)，

πℓ =
min{ℓ+1,K−1}∑

i=0
πi P i ,ℓ, ℓ= 0,1, . . . ,K −1, (5)

が得られます．

(5)式のベクトル方程式を解くために，まず行列 R i , j ,

0 ≤ i < j ≤ K −1,を次のように j = K −1から遡って再

帰的に定義します．

R i , j =


P i ,K−1 (I −P K−1,K−1)−1, j = K −1,

(P i , j +R i , j+1 P j+1, j )

×(I −P j , j −R j , j+1 P j+1, j )−1, その他.

ここで I は単位行列です．そうすると単純な式変形に

よって，ベクトル方程式 (5)から，

πℓ =
ℓ−1∑
i=0

πi R i ,ℓ, ℓ= 1,2, . . . ,K −1,

が導かれます．あとはこれを解けば良いのですが，ひ

とまず q0 = 1 とおいて，K 次元行ベクトル qℓ, ℓ =

1,2, . . . ,K ,を，

qℓ =
ℓ−1∑
i=0

q i R j ,ℓ, ℓ= 1,2, . . . ,K −1,

によって順々に求めれば，正規化条件 (
∑K−1

i=0 ‖πi ‖ = 1)

から，

π(0,0) =
(K−1∑

i=0
‖q i ‖

)−1
,

πℓ =π(0,0) qℓ, ℓ= 1,2, . . . ,K −1,

として定常分布が得られます．ここで，‖x‖はベクト
ル x の要素の総和を表します．

こうして得られた {y∗
n }n∈Zの定常分布 {πs }s∈S を用

いると，近似モデルの定常状態におけるサービス終了

直後の実際の待ち行列長 L∗と見かけの待ち行列長D∗

の確率分布が次のように求められます．

P(L∗ = ℓ,D∗ = d) =


π(0,0), ℓ= d = 0,

π(ℓ,d−ℓ), 1 ≤ ℓ≤ d ≤ K −1,

0, その他,

P(L∗ = ℓ) =


π(0,0), ℓ= 0,∑K−1

m=0π(ℓ,m), 1 ≤ ℓ≤ K −1,

0, その他,

P(D∗ = d) =


π(0,0), d = 0,∑d
ℓ=1π(ℓ,d−ℓ), 1 ≤ d ≤ K −1,

0, その他.

5. 数値実験

前節で提案した近似モデルの妥当性を確かめるため，

4.3節の解析結果を基に数値計算を行い，その結果を元

の (近似前の)モデルに対して行ったシミュレーション

の結果と比較してみましょう．

数値実験を通して，トラフィック強度 ρ = λE[G]は

0.7,0,8, . . . ,1.3の 7 通り，最大忍耐レベルは K = 10と

K = 20の 2通りです．また，参入放棄の確率は次のと

おり設定しています．

q(d) =
{

d/K , d < K ,

1, d ≥ K .

図 6はサービス時間が 3次のアーラン分布に従う場

合，図 7はサービス時間が一定の場合の計算結果をプ

ロットしたものです．これらの図から，実際の待ち行

列長も見かけの待ち行列長も，すべての場合において

近似モデルと元のモデルがおおむね近い値をとってい

ることが確認できます．
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図 6 サービス時間が 3 次のアーラン分布に従う場合

図 7 サービス時間が一定の場合

6. おわりに

本稿では，整理券付き待ち行列について解説しまし

た．ここでは，参入放棄のあるモデルを対象に解析の

手順や数値計算結果を紹介しましたが，一時離脱や途

中放棄のあるモデルなど，他にも多くのモデルが考え

られます．また，到着時の意思決定に関して，マルコフ

決定過程などを用いた定式化を考えることもできるで

しょう．本稿によって，整理券付き待ち行列に興味を

持つ人が 1人でも増えれば，筆者らも嬉しく思います．
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